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TD4 : Etude de structures trouées chargées en états plans

1- Un cylindre long de rayon intérieur a et extérieur b est soumis a
une pression intérieure p; et extérieure p,. Les potentiels complexes
associés a ce probleme d’élasticité plane sont :

P(z)=Az X(z)=Blnz (A et B constantes réelles)

Déterminer les champ des
contraintes et les constantes A et
B, en fonction des données
géométriques (rayons a et b) et du
chargement (pressions p; et p,. ).

Exprimer le déplacement par
intégration des déformations et
par utilisation des potentiels
complexes.
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2- Un anneau mince de rayon intérieur a et extérieur b est soumis a
des couples M (par unité d’épaisseur) égaux et opposés, résultant de
contraintes de cisaillement sur ses parois. Les potentiels complexes
associés a ce probleme d’élasticité plane sont :

#(z)=0 X(z2)=Bilnz (B constante réelle)
MR,
- Déterminer les champ des
contraintes et la constante B, en
fonction  du  couple  de ‘
cisaillement M.
- Exprimer le champ  des
déplacements.
A. Zeghloul CFMR Elasticité plane en variables complexes 3
Corvigé duTD%
1- Cylindre creux sous pression interne et externe :
Calcul des contraintes P(z) = Az X(z)=Blnz
o, +0, =44

o,+0, =0, +0,=4Req

J

3 , 9 — e B
(O =0, +2i0,, =26 (20" + 1) |Gpg— 0, + 211,y =—2—
_ .

soit

a :2A+£ 0-99:214_5; 7, =0
r r

C.L. Pressions p, et p, sur les parois interne et externe :

B B
o la)=2A+—=—p, et O’,,(b)zZA—f—’—z:—pg
Soit i v
2 2 272
- p.b ab
pA=LA P2 po -
R 7 (p.—p)
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du
~ (u, nul compte tenu du
r

Calcul du champ des déplacements par intégration de £, =

chargement) et en déformations planes (cylindre épais) :

2ue,. = (1-v)o, —vo, =l (1—21))2A+£; ": 2uu, =( (I—ZU)ZAI‘—EJ
\ r r

\ /

Calcul du champ des déplacements par les potentiels complexes :

2,u(ur +iu€) =c*((3-4dv)p—zp'-7) = (3—dv) Ar— A:‘—E
P

soit
B
2uu, =| (1-20)2Ar—— | et u, =0
r
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2- Anneau mince en cisaillement : #(z)=0 X(z)=Bilnz

Pour le calcul des contraintes on utilise les relations :

S 0',+0'5=0
W[ o_+o_=0,+0,, =4Req’ |
1 XX ¥ rr 99‘ H Bl
VO — 0, 200, =2 (Zo"+ 1) O,~0, +2iT,, =—2—
1 1 r
e e e e e e e e ————————
. B
Soit g, =0,=0 To=—"—
r

C.L. Moment de cisaillement —Mx, sur la paroi interne de rayon a (paroi a) :

M
ae 01 ,é,)adl = —Mx soit B=—
¢ ( r ré 9) 3 2]7_

paroi a

Pour le calcul du déplacement, on utilise : 120 (u, +iuy )= e (Wp—7p'= 7!
e
|m————— ==
. B M 1 3-v !
Soit u, =0 et u, =——= K= en CP,
2ur  Amur S & R
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Introduction

Dans les structures, des entailles géoméiriques dues a des changements brusques de
section (épaulements, gorge, cannelure, orifice de lubrification ...) sont souvent
inévitables compte tenu de leur role fonctionnel. Au voisinage de ces incidents de
forme, les répartitions des contraintes sont mhomogénes et conduisent a des
concentrations de contraintes : la figure 1 illustre ces concentrations ot I’on observe que
la contrainte atteinte a la racine du trou est bien plus élevée que la contrainte nominale
O ,.m de traction appliquée a la plaque.

nom

ittt

]

Gnom

Figure 1. Répartition des contraintes autour d’un trou dans une plaque
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Le facteur de concentration des contraintes est le rapport de la contrainte maximale
(o, ) observée a la racine de I'incident de forme sur la contrainte nominale (o, ) a

max

laquelle la structure est soumise. Ce facteur, noté K, . est donné par :

g
Kt - max
o

nom

La sévérité de la concentration de contraintes dépend de la géométrie et de la
configuration de I’entaille. Lorsqu’on congoit une structure, on cherche a réduire autant
que possible les concentrations de contraintes pour éviter notamment les problémes de
rupture par fatigue. Ce chapitre traite des différents aspects des concentrations des
contraintes et des effets de la géométrie sur le facteur K, : c’est 'une des questions

fondamentales pour le dimensionnement en fatigue des structures. Le chapitre
commence par la détermination théorique de ce facteur en s’appuyant sur les résultats
du chapitre précédent.
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Détermination du facteur de concentration des contraintes

Considérons une plaque avec un trou elliptique central, trés petit par rapport aux
dimensions de la plaque (figure 2a).

a- b-
Figure 2. Entaille elliptique (a) et entaille hyperbolique (b)
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Pour traiter le probléme de concentration de contraintes au voismmage de ce genre de
contour curviligne, on adopte le changement de variable suivant :

x=x(a, ff)=ccosheacos

v=yv(a, p)=csinhasin g

qui présente ’avantage de décrire a la fois les contours elliptiques et les contours de
forme hyperbolique (figure 2b) selon que 1’on maintient constante la variable o ou f.

- pour a=gq,
x=ccosha,cos f=acos f > 47 . . ’ )
, . . soit — ++—==1 (équation d’une ellipse)
v=csinhe,sin F =bsin ff a b

ou

a=ccosha, ; b=csinhe, et c =\a’ —b’

les foyers de Iellipse sont situés a x ==c.

A. Zeghloul CFMR Concentration des contraintes prés des entailles 12
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x=x(a,f)=ccoshacos

v=y(e, f)=csinhasin S

- pour f=p

x=ccoshacos B, =a'cosha . x> 7 ) _
. T —5 — - = | (équation d'une hyperbole)

v=csinhasin f, =b'sinha a- b

ol

a'=ccosff, . b'=csinf, et c=~a"+b"
les foyers de I’hyperbole sont aussi situés a x=tc.
On a ainsi un faisceau d’ellipses et d’hyperboles homofocales pour différentes valeurs
fixées de o et g (figure 3).
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 2a=2ccosha,

=

=

2b=2csinh g,

Ellipses &, > «,

Foyers distants de 2¢

Ellipse a, Hyperboles 3,

/

Figure 3. Faisceau d’ellipses et d’hyperboles homofocales
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x=x(a, ff) =ccosheacos j

A partir des relations on définit le complexe :

v=yv(a,p)=csmhasin g

z=x+iy= c(coshacosﬂﬂsinhasinﬂ) =ccosh(a +if5)

soit
z=ccosh{=f({); Z=ccoshd =f(<)
et
d= . d¢& 1
—=f"({)=csinh & ; R
g dz  csinh¢
"o
La relation & — %% permet d’écrire :
£~
2ie (& sinh & . —=
e — { &) = = ou 6 est ’angle (X.a)

f(&) sinhg

A. Zeghloul CFMR Concentration des contraintes prés des entailles 15

Plaque percée d’un trou elliptigue uniformément chargée

La figure 4 représente une plaque uniformément chargée, autrement dit, la contrainte
o appliquée a la plaque est perpendiculaire en tout point a ses extrémités. Cette plaque
est percée d'un trés petit trou elliptique. On utilise les résultats du chapitre précédent
pour déterminer les potentiels complexes @(z) et y(z) associés a cette configuration de

chargement‘
|l

10"‘

Figure 4. Plaque uniformément chargée, percée d’un trou elliptique de
rayon 4 fond d’entaille p

A. Zeghloul CFMR Concentration des contraintes prés des entailles 16
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+ Les conditions limites aux bords de la plaque, c'est-a-dire a I’infini compte tenu de la
taille importante de la plaque comparée a celle du trou elliptique, sont données par :

o, =0, =0" et o, =0

o ettt 1

[ — = 1 1

T T T 2(p'(2)+7 (:)):4Re[@ (-')] !

] . b e o e e e e e s
___________________________ \
-~ — ' o, —0, +2ic, =2 [fq) "(:)—0—;{"(:)] '
1

et
o, —o, +2ic; =0=2(Ze"(z)+ ,‘L’"(-‘))x

] — y X Xy

ta“‘

grand : 2Re[o'(9)] =0”
(Z9"(2)+ 7"(z)), =0

On a donc pour |:

A. Zeghloul CFMR Concentration des contraintes prés des entailles 17

* Les conditions limites aux extrémités du trou elliptique, ¢'est-a-dire pour & =« , sont

données par :
=0, )a:% =0 quelque soit £

), =4Re[0D),., =2(0')+F ().,
o, ) =26 (20"() + 2"(9),.,

(0'(D+7'D),., —¢" (F9"()+2'(2),, =0

Il s’agit maintenant de trouver les fonctions @(z) et X(z)
satisfaisant les conditions limites

A. Zeghloul CFMR Concentration des contraintes prés des entailles 18
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Comme, par raison de continuité, les composantes des confraintes doivent étre
périodiques et de période 27 par rapport a 3, les solutions ¢(z) et y(z) doivent avoir
des formes qui engendrent cette périodicité. De telles formes sont :

smmh n =sinh na cosnf+icoshna smnp
coshng =coshnacosnf+isinhnasinnf

De plus, les fonctions @(z) et (z) n’intervenant que par leur dérivées, on peut
adjoindre aux formes précédentes la fonction 4J ol A4 est une constante réelle ou
complexe. Par ailleurs, les contraintes devant rester finies loin de I’entaille (c'est-a-dire

a Uinfini), lentier » doit rester inférieur a un (7 <1) pour @(z) et inférieur a deux
(n<2)pour 7(z).Les solutions ont done la forme générale suivante :

z=ccosh¢
@(z) =4, + 4 sinh & + 4, cosh &

x(2) =By + B sinh ' + B, cosh &' + B sinh 2¢ + B, cosh 24

A. Zeghloul CFMR Concentration des contraintes prés des entailles 19

z=ccosh& '
1
1

1
1
| @(z) = A4,¢ + 4 sinh & + 4, cosh &
1
1
1

Dans le cas de la plaque chargée uniformément et percée d’une petite entaille elliptique,
les solutions @(z) et y(z) ont été proposées par KOLOSOFF en 1913. Seuls les termes

4, et B, sont non nuls, et cet auteur présente les solutions sous la forme :

@(z) = Acsinh & (4 =Ac) réel

7(2)=Bc*¢ (B, = Bc*) réel
, Accoshd cosh & . A — Acosh &
p'(z) = . =A— s '?9(—-):_.73;:§0 (3):_.73'
csinh £ sinh £ csinh” & sinh” &
Be Bceosh
P =y =2
a8 sinh £ a sinh® &
* Comme coth) =1, Re[e '(:)]m =4 et (Fe"(D)+x"@) =0 |=>A= 7
A. Zeghloul CFMR Concentration des contraintes prés des entailles 20

19/10/2017

10



1
! Accoshd _ coshd A _ Acosh® hmmmmmmmmmmmmmm - .
! p(z)=——==4 . 9'(0)=———— 1 T0"(2) =—— 7= it e ]
! 4 csinh & sinh & ¢ esinh’ & ') sinh’® & :: 246 _ S'(< _ sinh ¢ !
1 Be ) Bcosh<& N (& sinh & 1
PO P A O R e n__ J) sinhe |
:_ sinh & sinh” & 1
__________________________________________ 1

* Au bord du trou elliptique, on a a=«,, don {=a,+iff, £+E =2a,

2ie

La condition limite (¢'(2)+&'(9),_, —¢™(Ze"(2)+ ")), , =0 devient:

s - - Id -
y cosh& N cosh& ) N sinhd [ cosh{ cosh& \ —0
sinh&  sinh& ) sinhZ | sinh® & sinh® ¢ J B
\ = = =N = =1
sinh({+{)
cosh ¢ sinh ¢ +sinh ¢ cosh & 1 >
¢ - ¢ - _Z ¢ e (AcoshZ+BcoshZ):0
sinh ¢ sinh { sinh { sinh” {
1 R 1
———————=14|sinh{ -sinh &+& |+cosh & |+Bcoshe [ =0
sinh” ¢ sinh & — Lo [
- - N 2ag=¢
soit
A [sjnth 20, +cosh2e, cosh & —sinh ZNlh .;’]+ Beosh S =0
A. Zeghloul CFMR Concentration des contraintes prés des entailles 21
O_I
D’onu finalement (A cosh2a, + B)coshd =0 etdonec: B =—Acosh 29(0 ———cosh 2(1«0

1
' Les potentiels complexes ont alors pour expressions :
1

------------- : o c "¢’ cosh2¢
p(z)= Tsinh & et x(z)= —%(‘

“~

La contrainte maximale o™ est atteinte a I’extrémité A (ou A’) de I"entaille

c'est-a-dire pour o =, et f=0 en A, soit { =¢,. Comme la contrainte &, )a . ost
=&

nulle, la valeur de O'E’ax peut étre calculée directement : ~ __________
) :a:ccoshan:
. coshh & a L mmm = !
oy =4Re[p'(2)], =20"—TL=20"— T
B C=ay ink b 1b=csinh ez,
S1n ao ' 0
. . - N . r O—max a
Le facteur de concentration des contraintes K, est quant a lui donné par : Kt = =9 =
O-nom b
Le rayon p a fond d’une entaille elliptique de grand axe «a et de petit axe b
s’exprimant par p = bz/(.' , le facteur K, peut aussi s’écrire : K =2 |@
E /_
A. Zeghloul CFMR Concentration des contraintes prés des entailles 22
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2
Calcul du rayon a fond d'entaille d'une ellipse 0 = L
a

ds :(x,z +y12)%dﬂ

{x =x(f) =acosfB
y=y(B)=bsinf

p:;l—sg avec ds = MM' = (dx* +dy2)%

> x T
3,
d ’ mor ot d 12+ 12 A
90=2= o gg=YN "XV g pe B HYT)E
dx x' x' + y' dg y”xY _x”yl

ab a

A. Zeghloul CFMR Concentration des contraintes prés des entailles 23

Plague percée d’un trou elliptique sollicitée en traction gimple

Ellipse o =,

Figure 5. Plaque chargée en traction simple, percée d’un trou elliptique de
rayon 4 fond d’entaille p

+ Les conditions limites aux bords de la plaque (figure 5), sont données par :

o, =c” =4Re[@'(2)],

[ et

1
1o —o_+2ic, =2[Ze"(2)+ 2"(2)]) © (e wr_ Ny
,J”[] oy =2(Ze"(D)+ y'(2), =0

A. Zeghloul CFMR Concentration des contraintes prés des entailles 24
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Les solutions pour cette configuration de chargement ont été données par
Stevenson en 1945.

z=ccoshd

@(z) = Accosh + Besinh &

2(2)=Dc*¢ + Ec? cosh 2¢ + Fe? sinh 2¢

I 1
1 A 1
1 @(2) = 4y& + 4y smh & + 4, cosh & :
: #(2)= By +B;sinh £ + B, cosh ¢ + B, sinh 2¢ + B, cosh 24 1
!

A:—JTGMC', B:JT(1+@M°)‘ D:—%(l+cosh2ao)‘ _
Avec c” c” é///
E :?ez"‘ﬁ cosh2a, et F= —?ez% sinh 2¢, ’

Ellipse & = o,

max

La contrainte maximale o, . atteinte 4 I'extrémité A de lentaille (figure 5) pour

4 =a,, est calculée comme dans le cas précédent :

\ [ h
. cosh e, max « 2a, | f 2q, \ COsh g
ou™ = 4Re[p'(2)],., :4[‘“3 o ot =0t e (L et ) ——=
ST \ sinh e | . ' sinh ¢,
( cosher, —sinher, | coshe, | (g% 3 i
Y ( 0 0 J+ 0 ma _ oo € coshey | o [ 2coshe, +sinhe,
g } - . . |~ - . .
\ sinh a, sinhay, g \sinher, sinhe, | sinh e,
4 A
. a g a a
max o
ot =o 1+25J K =—m =]4+2—-=1+2 |—
\ /
Jn()m b p
A. Zeghloul CFMR Concentration des contraintes prés des entailles 25

\

)

a- b-

Figure 6. Plaque sollicitée en traction : contraintes aux extrémités A et B
a- d’un trou elliptique et b- d’un trou circulaire

La contrainte au point A est maximale &,(4)=c" (1+ 2(1/5) ; au point B (figure 6a),

onaa=a, et f=x/2 dou {y=a,+ix/2 :

- (B)4Re[A+BCOSh:B} ) cosh{, =cosh(a, +i7/2)=isinhea,
(B) = LOSSs

sinh ¢ sinh ¢, =sinh(ea, +i7/2) =icoshe,

c,4(B) 2 ‘ 2e  sinh ¢, +. [ sinh e, —cosher, | sinha,
£ :*C’.'%‘F(I‘FG'%]—O —e 0 0 1+ 0
c : “coshe, \ cosh e, cosha,
2 : hY
04(B) [ —e™ +sinh g J cosh
= - =1
o \  coshe, cosh a,
A. Zeghloul CFMR Concentration des contraintes prés des entailles 26
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La contrainte, le long du trou circulaire, est en fait donnée par :
g, =0 (1+2co0s20) ( =86 pour un trou circulaire)

Cette relation montre que la contrainte o,, qui vaut 3¢™ pour #=0, s’annule pour

6=r/3.

Par raison de symétrie, la contrainte &, est négative dans les zones o1 7/3 <8 <2xz/3

et —27/3<0<-x/3 (figure 6b).

Zones ou
g, <0

On peut montrer (cf. TD) que la contrainte &, en n’importe quel point de la plaque
percée dun trou circulaire, et sollicitée en traction, est donnée par :

c” a) (. 3a*)
=— 1+*, +— 1+74
2 re 20

\

o, cos28

A. Zeghloul CFMR Concentration des contraintes prés des entailles 27

Gradient de contrainte Ce Cong de 0’ axe d’'une entaille

Cas du trou circulaire

27 I3 at)

La formule établie précédemment o, = J—[ “ J+GT l+— cos 28

2

montre que la variation de la contrainte o, le long de I’axe du trou

circulaire, c'est-a-dire pour 8 =0 (soit y =0, r=x et o, =0,), est donnée par :

—J}:)F“ —1+ 1 ﬁ]:ij ET
* 2\ x,

o2 2\ x,
Lorsque x est grand, o-],) = c” etpour x=a, O'l__] . =30" = o™=
Pl yp= Y ly=
A. Zeghloul CFMR Concentration des contraintes prés des entailles 28
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Cas du trou elliptigue

Le long de I’axe du trou elliptique, z=x et donc =0. On a alors :
X , 1
x=ccosha = a=cosh"— et a'=
¢ x’-c
Dans ces conditions les potentiels complexes @ et x s’écrivent, avec a=(:

@(x) = Accosha + Besinha = Ax+ BN x> —¢°

X(x)=Dc’a + Ec” cosh 2a + Fc? sinh 2a

X(x) = D cosh™ L+ EQ2x? = )+ 2Fx/ x> -
C

A. Zeghloul CFMR Concentration des contraintes prés des entailles 29

Bx Bc®
P'(x)=A+ ;90 =~
¥ = c? 2 Cz)\/xz — 2
D¢’ 2Fx’

- +4Ex+2F\x*-c* +

X(X)=—F/—= ——
Jxt-c X2 =c?
Dc*x 6Fx 2Fx

X'(x)=- +4E + -
(x> =cxP=¢? NP = (=AW =¢

La contrainte g, le long de I’axe x est donnée par :

0,),.=T5) . =20'0) +xp" (D) + X ")

y=0

A. Zeghloul CFMR Concentration des contraintes prés des entailles 30
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9,) =200+ + X'

|
|
|
|
4

[ > i

P )= A+ $) = Be |

] 2 —c (xz_cz)\/xz_czl
et
EX”(X) - _ Dc*x +4E+ 6Fx _ 2Fx i
] (xz_cz)\/xz_cz \/x2—62 (xz_cz)\/xz_cz):

U,) :2A+4E+(2B+6F)x_Bc2x+Dczx+2Fx3
y=0 Jit-¢? (xz—cz)m
_ (2B+6F)x(x2 —cz)—(Bc2x+Dczx+2Fx3)
0,), =2A+4E+ EEaN
(2B+4F)x’ = (3B+D+6F)c’x
ERE N

A. Zeghloul CFMR Concentration des contraintes prés des entailles 31

Ny ) —DA+4E+
y=0

A:—J—eza“ B:U_(1+62"0) D:—U—(1+COSh20'0)
> o 2

E =%e2”” cosh 24, = —%emﬂ sinh 2a, Mt

2 : ’ !

a=ccosha, b=csinha, c=a’-b p=—
2+’ a+b)’

cosh2a, = @b sinh 2a, = c;b e’ =cosh2a, +sinh 2a, = ( i )

c c

—— = ¢ (cosh 2a, —1) =(cosh 2a, +sinh 2a, ) 2sinh*

_20*(a+b)’ 2

c! - (a—b)*
2A+4E _ b* . a(2b-a)
= = =1+
ag” (a—-b)* (a—b)*

A. Zeghloul CFMR Concentration des contraintes prés des entailles 32
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A=—a—e2”“ B=a—(1+ez”’°) = U—(1+cosh2a
4 4 / 2 ”//
.00 .00 /
E= %ez"“ cosh2a, F= —% ¢ sinh 24, Zf/,, ,,,//
a=ccosha, b=csinha, cc=a - =T
2 I 2 +b %)
cosh2a, =¥ sinh2a,, = 261217 ¢’™ =cosh 2@, +sinh 2a, = (@ > )
c c c
| (2B +4F)x’ = (3B+D +6F) x|
0,) _ =2A+4E S !
i_ a (x -c )\/x -c }
________________________________________ |
4B +8F .
———=1+¢"*(1-sinh 2a,)
g
+ 2 2 2 _ 12 _2 _
_14la 2b) (1_ azb)zHa b 2azb :>2B+4F:a(a 21;)
c c (a—b) o (a—b)
_a’+b*-2ab+a’ —-b*-2ab _2a(a-2b)
(a=b)’ (a=b)’
A. Zeghloul CFMR Concentration des contraintes prés des entailles 33

Finalement apres calcul, la variation de la contrainte le long de 1’axe
de I’entaille elliptique se met sous la forme :

Uy)y=0 \(C))

o D(x)
N(x)=a(a —Zb)(x—\/x2 -c? )()c2 —cz) +ab*(a—b)x
D(x) = (a —b)2 (x2 —cz)\/x2 -c?

Lorsque x est grand, 0),) .= (o
)=

avec

g,
Pour x =a, });:0=1+N(a)=1+2g

o D(a) b

{N(a) =a(a—2b)(a-b)b*> +a*b*(a—-b) =2ab*(a—b)’
Avec
D(a) =(a-b)*b’

A. Zeghloul
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