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1- Un cylindre long de rayon intérieur a et extérieur b est soumis à

une pression intérieure pi et extérieure pe. Les potentiels complexes

associés à ce problème d’élasticité plane sont :

TD4 : Etude de structures trouées chargées en états plans

( ) lnz B zχ =( )z Azϕ = ( ) et   constantes réellesA B

- Déterminer les champ des

contraintes et les constantes A et

B, en fonction des données

géométriques (rayons a et b) et du

chargement (pressions pi et pe. ).

- Exprimer le déplacement par

intégration des déformations et

par utilisation des potentiels

complexes.
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2- Un anneau mince de rayon intérieur a et extérieur b est soumis à

des couples M (par unité d’épaisseur) égaux et opposés, résultant de

contraintes de cisaillement sur ses parois. Les potentiels complexes

associés à ce problème d’élasticité plane sont :

( ) 0zϕ = ( ) lnz Bi zχ = ( )  constante réelleB

- Déterminer les champ des

contraintes et la constante B, en

fonction du couple de

cisaillement M.

- Exprimer le champ des

déplacements.
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Corrigé du TD4

1- Cylindre creux sous pression interne et externe :

( )z Azϕ = ( ) lnz B zχ =
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2- Anneau mince en cisaillement : ( ) 0zϕ = ( ) lnz Bi zχ =

Pour le calcul des contraintes on utilise les relations :
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Pour le calcul du déplacement, on utilise :
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Introduction
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max
t

nom

K
σ
σ
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Détermination du facteur de concentration des contraintes
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A partir des relations on définit le complexe :

( )cosh cos sinh sin cosh( )z x iy c i c iα β α β α β= + = + = +

La relation permet d’écrire :
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Plaque percée d’un trou elliptique uniformément chargée
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Il s’agit maintenant de trouver les fonctions ϕ(z) et χ(z)

satisfaisant les conditions limites  
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2
A

σ ∞

⇒ =
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La condition limite                                                                        devient :

( )2

sinh( )

cosh sinh sinh cosh 1
cosh cosh 0

sinh sinh sinh sinh
A A B

ζ ζ

ζ ζ ζ ζ ζ ζ
ζ ζ ζ ζ

+ 
 + + + =
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max 2t

nom

a
K

b

σ
σ

= =

2
t

a
K

ρ
=
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2

A

2

Calcul du rayon à fond d'entaille d'une ellipse  
b

a
ρ =
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Plaque percée d’un trou elliptique sollicitée en traction simple
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Les solutions pour cette configuration de chargement ont été données par 

Stevenson en 1945.

Avec

max 1 2 1 2t

nom

a a
K

b

σ
σ ρ

= = + = +
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La formule établie précédemment

Gradient de contrainte le long de l’axe d’une entaille

Cas du trou circulaire
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Cas du trou elliptique

Le long de l’axe du trou elliptique, z=x et donc β=0. On a alors :

1

2 2

1
cosh cosh et '

x
x c

c x c
α α α−= ⇒ = =

−

2 2( ) cosh sinhx Ac Bc Ax B x cϕ α α= + = + −

Dans ces conditions les potentiels complexes ϕ et χ s’écrivent, avec α=ζ :

2 2 2

2 1 2 2 2 2

( ) cosh 2 sinh 2

( ) cosh (2 ) 2

x Dc Ec Fc

x
x Dc E x c Fx x c

c

χ α α α

χ −

= + +

= + − + −
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2

2 2 2 2 2 2
'( ) ; ''( )

( )

Bx Bc
x A x

x c x c x c
ϕ ϕ= + = −

− − −

2 2
2 2

2 2 2 2

2
'( ) 4 2

Dc Fx
x Ex F x c

x c x c
χ = + + − +

− −

2 2( )x Ax B x cϕ = + − 2 1 2 2 2 2( ) cosh (2 ) 2
x

x Dc E x c Fx x c
c

χ −= + − + −

2 3

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

6 2
''( ) 4

( ) ( )

Dc x Fx Fx
x E

x c x c x c x c x c
χ = − + + −

− − − − −

La contrainte σy le long de l’axe x est donnée par :

) )
00

2 '( ) ''( ) ''( )y y
x x x xβ β

σ σ ϕ ϕ χ
==

= = + +
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2
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Finalement après calcul, la variation de la contrainte le long de l’axe

de l’entaille elliptique se met sous la forme :

)
0 ( )
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