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Fonctions d’Airy de quelques chargements (1)

, , ,x yy y xx xy xyA A Aσ σ σ= = = −

2( , ) Poutre en tractionA x y ay=

( , ) Poutre en cisaillementA x y axy=

3
Poutre soumise à

( , )
moment fléchissant

A x y ay


= 


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Fonctions d’Airy de quelques chargements (2)

3
( , )A x y axy bxy



= + 



2 2 3 2 3 5
( , )A x y ax bx y cy dx y ey



= + + + + 


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Fonctions d’Airy de quelques chargements (3)

Chargements axisymétriques , ,

1
0r r rr rA A

r
θ θσ σ τ= = =

2( , ) ( )A r A r Crθ = =

2( , ) ( ) lnA r A r a r crθ = = +

2 2( , ) ( ) ln lnA r A r a r br r crθ = = + +
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Fonctions d’Airy de quelques chargements (4)

, , , ,2

,

1 1 1
r r rr r

r

A A A A
r r r

θθ θ θ θσ σ τ  = + = = − 
 

( , ) sinA r crθ θ θ=

( , ) sin 2A r a bθ θ θ= +

( , ) cosA r crθ θ θ=
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Fonctions d’Airy de quelques chargements (5)

, , , ,2

,

1 1 1
r r rr r

r

A A A A
r r r

θθ θ θ θσ σ τ  = + = = − 
 

2 2

2
( , ) ln cos 2

f
A r br c r d er

r
θ θ = + + + + 

 

σ ∞

σ ∞

x

y

r θ
M

Plaque infinie chargée en traction

percée d’un trou circulaire

TD2 : Champ des contraintes dans cette plaque

Montrer que ( , ) est biharmonique. 

  Calculer les contraintes , , .

        (  est le rayon du trou) 

r r

A r

a

θ θ

θ
σ σ τ
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2 2

2
( , ) ln cos 2

f
A r br c r d er

r
θ θ = + + + + 

 

σ ∞

σ ∞

x

y

r θ
M

Plaque infinie chargée en traction

percée d’un trou circulaire de rayon a

2 2

2 2 2

1 1A A A
A

r r r r θ
∂ ∂ ∂∆ = + +
∂ ∂ ∂

3

2
2 2 cos 2

A c f
br er

r r r
θ∂  = + + − ∂  

2

2 2 4

6
2 2 cos 2

A c f
b e

r r r
θ∂  = − + + ∂  

2
2

2 2
4 cos 2

A f
d er

r
θ

θ
∂  = − + + ∂  

2

4
4 cos 2

d
A b

r
θ∆ = −

Corrigé TD2

3

8
cos 2

A d

r r
θ∂∆ =

∂
2

2 4

24
cos 2

A d

r r
θ∂ ∆ = −

∂
2

2 2

16
cos 2

A d

r
θ

θ
∂ ∆ =
∂

( ) 0A∆ ∆ =

( , ) est bien biharmonique.  A r θ
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, , , ,2

,

1 1 1
r r rr r

r

A A A A
r r r

θθ θ θ θσ σ τ  = + = = − 
 

2 2

2
( , ) ln cos 2

f
A r br c r d er

r
θ θ = + + + + 

 
σ ∞

σ ∞

x

y

r
θ

M

3

2
2 2 cos 2

A c f
br er

r r r
θ∂  = + + − ∂  

2

2 2 4

6
2 2 cos 2

A c f
b e

r r r
θ∂  = − + + ∂  

2
2

2 2
4 cos 2

A f
d er

r
θ

θ
∂  = − + + ∂  

2 2 4
2 2 4 6 cos 2r

c d f
b e

r r r
σ θ = + − + + 

 

2 4

6
2 2 cos 2

c f
b e

r r
θσ θ = − + + 

  2 4

6
2 2 sin 2r

d f
e

r r
θτ θ = − − 

 

2

2
2 sin 2

A f
d er

r
θ

θ
∂  − = + + ∂  

Conditions limites à l’∞
0 0 0

( , ) 0 0

0 0 0

x yσ σ ∞

 
 =  
 
 

( , ) ( , )
t

r P x y Pσ θ σ= ⋅ ⋅
cos sin 0

sin cos 0

0 0 1

P

θ θ
θ θ

 
 = − 
 
 

2

2

sin (1 cos 2 )
2

cos (1 cos 2 )
2

sin cos sin 2
2

r

r

θ

θ

σσ σ θ θ

σσ σ θ θ

στ σ θ θ θ

∞
∞

∞
∞

∞
∞

= = −

= = +

= =

à l’∞ r >> a
2

2

2
2

b

e

σ

σ

∞

∞


=

⇒ 
 =

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Conditions limites à r=a σ ∞

σ ∞

x

y

r
θ

M

( , ) ( , ) 0r a aσ θ τ θ θ= = ∀

2 2 4
4 6 cos 2

2 2
r

c d f

a a a

σ σσ θ
∞ ∞ 

= + − + + 
 

2 4

6
2 sin 2

2
r

d f

a a
θ

στ θ
∞ 

= − − 
 

2

2 4
2

4

2 4

4 6
2 2

et
2 6 3

2 6
2 2

d f
d a

a a
c a

d f
f a

a a

σ σ
σ

σ σ

∞ ∞

∞

∞ ∞


+ = − = −

⇒ = − ⇒
 + = =


2 2 4

2 2 4

2 4

2 4

2 4

2 4

1 1 4 3 cos 2
2 2

1 1 3 cos 2
2 2

1 2 3 sin 2
2

r

r

a a a

r r r

a a

r r

a a

r r

θ

θ

σ σσ θ

σ σσ θ

στ θ

∞ ∞

∞ ∞

∞

   
= − − − +   

   

   
= + + +   

   

 
= + − 

 

2 2 4
2 2 4 6 cos 2r

c d f
b e

r r r
σ θ = + − + + 

  2 4

6
2 2 cos 2

c f
b e

r r
θθσ θ = − + + 

 
2 4

6
2 2 sin 2r

d f
e

r r
θτ θ = − − 

 

2
2

2
2

b

e

σ

σ

∞

∞

=

=

( ,0) 3aθσ σ ∞=

3σ ∞

σ ∞
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Fonction d’Airy en variables complexes

- Fonctions holomorphes (ou analytiques)

z x iy

z x iy

= +
= −
RST

M(x,y)

�

x

�

y

⇒
= +

= −

R
S
||

T
||

x
z z

y
z z

i

2

2

( , ) ( , )x y Plan g x y
g∈  → ( , ) ( , ) ( , )x y z z g z z

g →  →

g g ig

g g ig

z x y

z x y

, , ,

, , ,

= −

= +

R
S|

T|

1

2
1

2

d i
d i

g g g

g i g g

x z z

y z z

, , ,

, , ,( )

= +
= −

RST

P P x y

Q Q x y

=
=
RST

( , )

( , )
g P iQ= + g

g

z
   est holomorphe  si  

∂
∂

= 0

g z
g

x
i

g

y
' ( ) = ∂

∂
= − ∂

∂

E
� ���� ����
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* Propriétés des fonctions analytiques 

g P iQ
dg

dz

g

x
i

g

y
= + = ∂

∂
= − ∂

∂
  avec  

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

P

x
i

Q

x
i

P

y

Q

y

P

x

Q

y

P

y

Q

x

+ = − + ⇒

=

= −

R
S
||

T
|
|

∆ ∆P Q= =
E

0
� ��� ���

Les parties réelle et imaginaire d'une 

fonction analytique,  sont harmoniques

UVW
⇐

Inversement,  si   et  

vérifient les conditions de Cauchy
  est  analytique

P x y Q x y
g P iQ

( , ) ( , )
⇒ = +

- Si g est analytique, sa dérivée et son intégrale le sont aussi 
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Expressions de la fonction d’Airy

∆ ∆ Αb g = 0 Si    alors        est harmoniqueP A P P= = ⇒∆ ∆ 0

f z P iQ

P

x

Q

y

P

y

Q

x

b g = +
=

= −

R
S
||

T
|
|

  est analytique avec 

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

Calcul de Q x y

dQ
Q

x
dx

Q

y
dy

Q dQ
P

y
dx

P

x
dy

( , )

= +

= = − +
F
HG

I
KJz z

∂
∂

∂
∂
∂
∂

∂
∂

ϕ ∂
∂

∂
∂

z f z dz p iq P
p

x

q

y
b g b g= = + ⇒ = =z14 4 4  est analytique

Si    alors    est analytiquep px qy p z p iq1 1 1 10= − − = ⇒ = +Α ∆ χ ( )

A px qy p

z z z

z z z z z z
= + + ⇒

= +

= + + +

R
S|
T|

1 1

2

Α

Α

Re ϕ χ

ϕ χ ϕ χ

b g b g
b g b g b g b g
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Expression des déplacements

2
2

2

2

2
2

2

2

µ ε σ λ
λ µ

σ σ λ µ
λ µ

σ σ σ

µ ε σ λ
λ µ

σ σ λ µ
λ µ

σ σ σ

x x x y x y y

y y x y x y x

= −
+

+ =
+
+

+ −

= −
+

+ =
+
+

+ −

R
S
||

T
||

b g d i b g d i

b g d i b g d i
⇒

= +
+

−

= +
+

−

R
S
||

T
|
|

2
2

2

2
2

2

µ ε λ µ
λ µ

µ ε λ µ
λ µ

x xx

y yy

b g

b g

∆ Α Α

∆ Α Α

,

,

∆A P
p

x

q

y
= = =4 4

∂
∂

∂
∂

⇒

=
+
+

− +

=
+
+

− +

R

S
||

T
|
|

2 2
2

2 2
2

µ
λ µ
λ µ

α

µ
λ µ
λ µ

β

U p y

U q x

x x

y y

b g b g

b g b g

Α

Α

,

,

avec  
α
β

y cy d

x cx d

b g
b g

= +
= − +

RST
1

2

2 2
2µ λ µ

λ µ
U iU p iq ix y x y+ =

+
+

+ − +d i b g d iΑ Α, ,

g g ig

g g ig

z x y

z x y

, , ,

, , ,

= −

= +

R
S|

T|

1

2
1

2

d i
d i

⇒ + = ∂
∂

Α Α, ,x yi
A

z
d i 2

2 2
2

2 2
2µ λ µ

λ µ
ϕ ∂

∂
λ µ
λ µ

ϕ ϕ ϕ ψU iU z
z

z z z z zx y+ =
+
+

− =
+
+

− − −d i b g b g b g d i d iΑ
'

2µ κ ϕ ϕ ψU iU z z z zx y+ = − −d i b g d i d i'

     avec  

(z) = '(z)ψ χ

avec     en DPκ λ µ
λ µ

=
+
+

= −
3

3 4v
3

   en CP
1

νκ
ν

−=
+
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Expression des contraintes

σ σx xy yy xy x y y z y zz zzi i i i i+ = − = − + = − = −Α Α Α Α Α Α Α, , , , , , , ,d i c h c h2 2

,

,

,

x yy

y xx

xy xy

σ
σ
σ

= Α

= Α

= −Α

⇒ + = + − −σ σ ϕ ϕ ϕ ψx xyi z z z z z' ' ' ' 'b g d i d i d i

g g ig

g g ig

z x y

z x y

, , ,

, , ,

= −

= +

R
S|

T|

1

2
1

2

d i
d i

g g g

g i g g

x z z

y z z

, , ,

, , ,( )

= +
= −

RST
Α = + + +1

2
z z z z z zϕ χ ϕ χb g b g ( ) ( )

σ σy xy xx xy x y x z x zz zzi i i− = + = + = = +Α Α Α Α Α Α Α, , , , , , , , ,d i c h c h2 2

⇒ − = + + +σ σ ϕ ϕ ϕ ψy xyi z z z z z' ' ' ' 'b g d i d i d i

σ σ ϕ ϕ ϕy x z z z+ = + =2 4' ' Re 'b g d ie j b gc h σ σ σ ϕ ψy x xyi z z z− + = +2 2 ' ' 'b g b gd i

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

4 Re '( ) 4 Re

2 2 '' '' 2 '

y x

y x xy

z z

i z z z z z z

σ σ ϕ

σ σ σ ϕ χ

+ = = Φ
 − + = + = Φ + Ψ

(z)= '(z)
avec  

(z)= '(z)= ''(z)

ϕ
ψ χ

Φ
Ψ
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�

eθ

�

x

�

er

θ

θ

�

y
� � �

� � �

e x y

e x y

r = +
= − +

RST
cos . sin .

sin . cos .

θ θ
θ θθ

�

�

�

�

e

e

x

y

r

θ

θ θ
θ θ

F
HG
I
KJ =
F
HG
I
KJ −

F
HG

I
KJP   avec  P :  

cos sin

sin cos

u

u

u

u

u u

u u

r x

y

x y

x yθ

θ θ
θ θ

F
HG
I
KJ =
F
HG
I
KJ =

+
− +
F
HG

I
KJP 

cos sin

sin cos

u iu e u iur

i

x y+ = +−
θ

θ ( ) 2µ κ ϕ ϕ ψθ
θu iu e z z z zr

i+ = − −−b g b g d i d ie j'

σ σ
θ
h h� � �

e e x y

t

r

P P
, ,

= ( )22 2

r x y

i

r r y x xyi e i

θ

θ
θ θ

σ σ σ σ
σ σ σ σ σ σ

+ = +
⇒  − + = − +

( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 22 2 '' '' 2 'i i

r ri e z z z e z z zθ θ
θ θσ σ σ ϕ χ− + = + = Φ + Ψ

' (z)= ''(z)
avec  

(z)= '(z)= ''(z)

ϕ
ψ χ

Φ
Ψ

* Changement de repère 
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Expression du torseur des efforts

n
�

B

αC

x

y

P
ds

dy

dx

αα

n
�

P

⇒
F
HG
I
KJ

=

= −

R
S|

T|
�

n

dy

ds
dx

ds

 :    et  
cos

sin

cos

sin

α
α

α

α

T P n n X Yn n

→ → →F
H
I
K = =, ,σ b g

X x n

Y y n

n

t

x xy yy xy

n

t

xy y xy xx

= = + = −

= = + = − +

� �

� �

. . cos sin , cos , sin

. . cos sin , cos , sin

σ σ α σ α α α

σ σ α σ α α α

Α Α

Α Α
⇒

=
F
HG
I
KJ

= −
F
HG
I
KJ

R

S
||

T
|
|

X
d

ds y

Y
d

ds x

n

n

∂
∂
∂
∂

Α

Α

* Vecteur contrainte 

* Résultante par unité d’épaisseur sur BC

F T P n ds
X X ds

Y Y ds
B

C n
B

C

n
B

C

→ → →
= F
H
I
K ⇒

=

=

R
S|
T|

z z
z,
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X X ds

Y Y ds

n
B

C

n
B

C

=

=

R
S|
T|
z
z X iY X iY ds d

y
i

x
i

x
i

y
i

z
n n

B

C

B

C

B

C

B

C

+ = + = −
F
HG

I
KJ = − +
L
NM

O
QP

= −
L
NM
O
QPz zb g ∂

∂
∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

Α Α Α Α Α
2

⇒ + = − + +X iY i z z z z
B

C

ϕ ϕ ψb g d i d i'Α = + + +1

2
z z z z z zϕ χ ϕ χb g b g ( ) ( )

* Moment par unité d’épaisseur en un point O

M OP T P n ds M
B

C→ → → →
= ∧ FH

I
K =z , ( , , )0 0 avec  M xY yX ds xd

x
yd

y
n n

B

C

B

C

= − = −
F
HG
I
KJ −
F
HG
I
KJ

L
NM

O
QPz zb g ∂

∂
∂
∂

Α Α

IPP    ⇒ = − +
L
NM

O
QP

M x
x

y
yB

C

B

C

Α
Α Α∂

∂
∂
∂

x
x

y
y

x iy
x

i
y

z
z

z z z z z

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

ϕ ψ ϕ

Α Α Α Α

Α

+ = + −
F
HG

I
KJ

L
NM

O
QP

=
L
NM
O
QP

= + +

Re

Re

Re '

b g

b g b g d i{ }

2

⇒ = − −M z z z z z z
B

C

Re 'χ ψ ϕb g b g b g

avec  (z)= '(z)ψ χ
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TD3 : Etude d’un ouvrage souterrain du génie civil

Il s’agit de l’étude de l’équilibre d’un massif rocheux excavé (tunnel de section circulaire)

et de son soutènement : le revêtement est soumis au poids et aux réactions de butée du

rocher. Ce problème peut être traité à partir des potentiels complexes suivants :

2

2
( ) ( ) ln , , , ,   constantes réelles

B F
z Az z C z Dz A B C D F

z z
ϕ χ= + = + +

a – Chargement isotrope b – Chargement anisotrope (0 ≤ k <1)
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Corrigé TD3

A. Zeghloul          CFMR  Elasticité plane en variables complexes    28



12/10/2017

15

A. Zeghloul          CFMR  Elasticité plane en variables complexes    29

( ) ( ) ( ) ( )( )2 ' 'i

ru iu e z z z zθ
θµ κ ϕ ϕ χ−+ = − − avec  3 4    en DPvκ = −

2

2
1r

a

r
σ σ ∞  

= − − 
 

2

2
1

a

r
θσ σ ∞  

= − + 
 
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2

4

4

2

4

A D

B C a

F a

σ

σ

σ

∞

∞

∞

= = −

= =

= −

Rq : en remplaçant   

on retrouve les résultats du TD2

σ σ∞ ∞− →

2 2 4

2 2 4

2 4

2 4

2 4

2 4

1 1 4 3 cos 2
2 2

1 1 3 cos 2
2 2

1 2 3 sin 2
2

r

r

a a a

r r r

a a

r r

a a

r r

θ

θ

σ σσ θ

σ σσ θ

στ θ

∞ ∞

∞ ∞

∞

   
= − − − +   

   

   
= + + +   

   

 
= + − 

 
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2 2

2

   Expression identique à celle du TD2

( , ) ln cos 2
f

A r br c r d er
r

θ θ = + + + + 
 

Question supplémentaire
Donner l’expression de la fonction d’Airy A(r,θ) associée aux 

potentiels complexes ϕ(z) et χ(s).

2

2
( ) ( ) ln

B F
z Az z C z Dz

z z
ϕ χ= + = + +

[ ]( , ) Re ( ) ( ) avec ,i iA r z z z z re z reθ θθ ϕ χ −= + = =

2 2 2 2 2

2
( , ) Re (ln )i i iF

A r Ar Be C r i Dr e e
r

θ θ θθ θ− − = + + + + + 
 

2 2

2
( , ) ln cos 2

F
A r Ar C r B Dr

r
θ θ = + + + + + 

 


