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Fonctions d’Airy de quelques chargements (1)
7, =4,

g,=4A, 0,74,

+)l

A(x,y)=ay" Poutre en traction -

-
—
|

A(x,y) =axy Poutre en cisaillement

D
y
M M
(I ——
,  Poutre soumise a ]
A(x, y) = ay o ¥
moment fléchissant (M Y ¥
/7 X
v
ly ,
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Fonctions d’ Airy de quelques chargements (2)
P
Vi
%’ x
y
A(x, y) = axy +bxy’ r
| =
f

A(x,y) = ax’ +bx2y+cy3 +cbc2y3 +ey5

q
[ O I
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Fonctions d’Airy de quelques chargements (3)

Chargements axisymétriques |0, = 1 A, g,=A, 7,=0
r

qﬂ
A(r,0)=A(r)=Cr’ e

o
A(r,0)= A(r)=alnr+cr’

M
A(r,0)=A(r)=alnr+br’Inr+cr’ M& J
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Fonctions d’ Airy de quelques chargements (4)

r

P
A(r,6) = cr@sin 8 & i o

1 1 1
ar =_Ar +?A99 UB = Arr TVH = _(; ‘A,BJ

A(r,0) =crfcos 8 P = =y

A(r,6) = aB+bsin 26 S el
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Fonctions d’Airy de quelques chargements (5)

Ur :lAr+i2A99 UGZAW TrGZ_(IAej
rooor ' r),
0,00
Plaque infinie chargée en traction t _____ t _—— _T
percée d’un trou circulaire | !
O
A(r,8) =br? +c1nr+(d+er +fj00529 E M
r ! AR
e -
TD2 : Champ des contraintes dans cette plaque i i
Montrer que A(r, ) est biharmonique. i __________ |
Calculer les contraintes 0,,0,,T,,. Ul-w /
(a est le rayon du trou)
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Corrigé TD2 EAA _O°A_ 104 10°A
: T a2 2 2
Plaque infinie chargée en traction L________Qr ...... r .@I-...r..-@.g..!
percée d’un trou circulaire de rayon a o°
A(r,0) =br’ +clnr+(d+er +jc0s29 ? ----- t""'T
0A ¢ 2f L ana _8d : y :
S5, S 2bra— | der==5 cos 26 | 0s260 Mo
r r s i !
: ! A6 |
ZA 2 i L> x
9 - :2b—£2+ 2€+% cos26 : 6AA=_24d 0s28 i |
or r r | or’ = E i
2A | 2 : :
9 ~=-4 a’+er2+i2 cos 26 : 0°AA _16d s26 i !
06 r | 08 : :
ad | T
DA =4b—-—-cos 260 A(NA)=0 ag
r
A(r, ) est bien biharmonique.
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f

i 1 1 1 '
A(r,0) = br’ +clnr+(d +er’ +jc0s 20 o, =—A, +7A,gg O,=A, T, :_(;Aﬂ) :

r oo rr A
o
[ P 2 N T A N TTTTTTTTTTILIRNTTTTY O b
:a—A=2br+£+[22r—%100529:Eaz—?ZZh—%+(26+%)cos29::62A:—4(d+er2+ijcos26’i i i‘
o AL v ior r r 106" r P :
______________________________________________________ i
R LR EEE Co M
c d ' 0 _ f . E ! 1R
0,=2b+— - 2€+4—2+6i4 cos 26 :_ﬁ—z(d+er2+7]51“23: i o
r r r L oY N ] A B !
1
c d ! |
g, =2b——2+(26+—j00823 T,=|2e 2—2——{jsm2«9 i :
r ! )
__________________________________ Vo
ag
I, e el s 1500 o o0 oy cosd sind 0
Conditions limites a 1 T, »)=l0 o 0 i_f?_(_r;_éf)__:_!’_@ffz_y?_@f? P=|-sinf cos@ 0
0 0 O 0 0 1
o o”
0, =0"sin’ @ =——(1—cos26) o
i »=5
- g” Al® r>>
0,=0"cos’ =—(1+cos26) & r-4 = o
2 2e =—
. Al 2
T,=0"sinfcosd=—sin26
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o o . N _ _ g”
Conditions limites a r=a gr(a’g) =71(a,0)=0 08 f___i___f

_____________________________________________________________________________________
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|
Q.\,‘&
|
(@)
mg‘\
N—
“.
=
[\®)
D
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1
______________________________________________________________________________ ]
1 X
o0 @ 1
o 4—+6i:—‘77 a=-7-a i
=c=—-——a" et ad af = p
6 g” 3g” , [T
2—+—t = 6f="—"—a vy
aZ 4 2 2 o°
:a,:2b+%—(2e+4—2+6i4jc052€i EUW:Zb—%+{2e+%]0052€E ir)_g:(2g—2—z— {jbngi
SN S A S LA Y S’/ B S SR LA
o° a) o” a  _a 0,(a,0)=30"
........... O, =——|1-— |-—| 1-4—+3— |cos 28
| o 2 r 2 r r
2b=—:! 30"
| 2 1 00 2 00 4
I ! g a g a \
L oo Op=— |1+ |[+=—|1+3= |cos26
De=2_1 2 r 2 r ©
! 2 . g
tmmmme e ! 00 2 4
g a a .
To=—|1+2—5-3—|sin20 (  }---— —T
2 r r
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Fonction d’Airy en variables complexes

- Fonctions holomorphes (ou analytiques)

x_Z+Z
z=Xx+iy -
{_x iy = 222
zZ=x—1 _z-

Y

(x,y) OPlan IF - g(x,y) (x,y) M - (z,z) IF - g(z,z)

_1 .
{ g,x :g,z+g,2 g,z _E(g,x_lg,y)
g, =i(g.~8:) 1 .
} 8: 7 E(g~x +lg~>‘)
P=P(x,y) . 0
=P+ lQ 1 _g =
_ ~_ 8 est holomorphe si — =0
{Q = Q(x.y) § PRe S %
4
. 0 .0
g=L=-8
ox dy
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* Propriétés des fonctions analytiques
o P
ig = P+iQ avec —g=a—g: %
; z  Ox Oy :
or _o9
P .0 P dx 0
dx Odx dy Jdy apP _ 90
dy dx
Les parties réelle et imaginaire d'une y
. . . O
fonction analytique, sont harmoniques AP=A0=0
Inversement, si P(x, et X,
o ’ _(_ ») ox ) g = P+iQ est analytique
vérifient les conditions de Cauchy
- Si g est analytique, sa dérivée et son intégrale le sont aussi
A. Zeghloul CFMR Elasticité plane en variables complexes 12
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Exemples de fonctions analytiques

n

Les fonctions €™, =" et Inz sont analytiques. Leurs parties réelle et imaginaire qui
sont des fonctions harmoniques, peuvent étre déterminées.

. f(:) — em: — em(x.,.ﬂ.-j

dj e O ey ) e/ W
g =ine™, g =ine™ M = 7 et g = —pe" ) = il
dz X dz oy dz

f(2)=e™ =e™e™ =™ (cosnx +isinnx)

Les fonctions harmoniques associées sont e ™ cosnx et e ™ sinnx.

En échangeant n en —», on voit que ¢™ cosnx et ¢” sinnx sont également harmoniques.
Il en résulte que :

sinhnysinnx, coshnysinny. sinhmycosnx et coshnycosmy, obtenues par
combinaison linéaire des fonctions harmoniques précédentes, sont également
harmoniques. Les fonctions smh et cosh, appelés respectivement smus et
cosinus hyperboliques, sont définies par :

. et —e ™ 2 4
sinh ny :? et coshny =
A. Zeghloul CFMR Elasticité plane en variables complexes 13
Y]
* f@) =" =(x+iy)
dj 4 0 a1 d) of . 1 d)
‘—f:n:” ' %:n(xﬁ—ry)n _4 et ﬂ‘—f:m(x+1_v)’J :r‘—f

P Z

fl2)=z"= (refa)n =¢"e™ =" (cosn@ +isinnd)

Les fonctions harmoniques associees sont r"cosné et r"smnnf. Les fonctions
r"cosnf et ¥ sinnd sont également harmoniques.

& lée 1 8-
Le laplacien en coordonnées polaires est donné par Ae= —+——+———
art rdr 106
s f(z2)=lhz=In(x+i)
oL\ Ao i _df
dz= z & x+iv dz & x+iv  d-
f(2) :].u::hl(re"e]: Inr+i6
Les fonetions harmoniques associées sont Inr et 6.
A. Zeghloul CFMR Elasticité plane en variables complexes 14
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Expressions de la fonction d’Airy

A(A A ___________ ‘Sl P=AA alors AP=0 = P est harmonique
Calcul d
ar _gg ||
. . dx dy dQ=—dx+ —d
f(z) = P+iQ est analytique avec dx dy
P __90 ap
g 4 d 9P 4284
y x||0= J 0= J( I yj
#(z Jf )dz = p +iq est analytique = P=4 ji gz

|Si p, =A-px—gqgy alors Ap, =0 = x(z) = p, +iq, est analytique|

A=px+qgy+p = A=Re[}¢(z)+)((z)]
PRI A= [ () x(2) + () + 1)

CFMR Elasticité plane en variables complexes 15

Expression des déplacements
,,,,,,,,,,,,,, L P T ST
2UuE =0, (A+,u)(a'+a’)_2(/1+,u)(a*+a'”) o, €, 2(A+,u)A A
oue =g, -—A (o +a)=’1+2‘u(a to,)-0o - e =AY pp_n
_____________ B o A s "2+ p)
(A+24)
.............................................. 2uU, =2 -A +a
o aq| | HU T de PR {a(y)—cwd
NM=P=4—=4—|> avec _
dx dy: (A+2p) B(x)=-cx+d
.............................................. 2'qu:2 P q- )-+ﬂ(x)
1 TR
2p(U, +iU,) =27 N (prig) = (A, +iA ) %(g" ) [ (A, +iA,) =22
g: =5 (8. ig,) =
A+2u A _ _A+2u — - avec
U, +iU —— = - —
u(U, iU, ) =270 () =2 o =2 R ()-8 (0) =20 () ) |
2,u(UX+1U ) KP(z )—z¢ (_)—17/(2) avec K—/‘ 3’“—3—4\; en DP K:?-l_-z en CP

A. Zeghloul
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Expression des contraintes

= 0. +io, =¢()+3) - )

o,-ig,=A +iA, =(A, +iA ) =2(A )’x =2(A. +A_)

.z

= 0,-i0,=¢'(z)+¢(z)+28"(z) +¢(2)

0, +0,=2(4'(z)+4'(z)) = 4Re(4'(2)) o,-0, +2i0, =2(z¢"(2)+ ¢ (2))
0,+0,=4Red'(z) =4Re D (z) { D(2)=¢'(2)
0, -0, +2i0, =2(z¢"(2)+ x'(2) ) =2 (0 (2)+ w(2) )| | Y@= @=x)

A. Zeghloul CFMR Elasticité plane en variables complexes 17

* Changement de repere

€, =cosf. X +sinf. y é. X cos@ sin@
_ €y =—sin@.X +cosf. y g =P y avec P —sin@ cos@

“)_p u ) (u,cos@+u, sinf
Ug - u, - —uxsin0+uyc059

u, + iua = e_ig(ux + l.l/ty) Zlu(ur s ma) = e_ig(K¢(Z) - ZE'<;) B E(E))

0,+0,=0,+0,

ﬁ)wg = Pﬁ)}’y 'P :{

Cr = 2 :
g,—0, +20,=¢ (Uy—ax+210xy)

o,-0, +2i0, :262i9(2¢"(z)+)("(z) ) :262i9(;¢'(z)+W(z))

{ D' (2)=¢"(2)
avec
Y@=y (2)=x"(2)

A. Zeghloul CFMR Elasticité plane en variables complexes 18
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Expression du torseur des efforts

%(P,Z)zc:rfz:(x X))

A
_dy
_ (cosa cosa—;
=iz . et jx
sia sing = ——
AY
* Vecteur contrainte
d [ JdA
X,=xon=0, cosa+0, sina=A, cosa-A, sina 8 dy
=
Y,='y.0.ii=0 cosa+0 sina=-A, cosa+A, sina y =-% (ﬂA
ax

* Résultante par unité d’épaisseur sur BC

C
el - X = X,ds
F :J T| P,nlds = 5
B
=¥ ds
B n
A. Zeghloul CFMR Elasticité plane en variables complexes 19

?:%?g;s X+iv=[{(x, +iYn)ds-de[d£ ‘;‘;] Bﬁ daﬂ Zi[daﬂ:
A=A+t +590) x (Z)] = X+iv=-ig(z)+:¢(7) +E(E)]Z

* Moment par unité d’épaisseur en un point O

M= j:dPD %(P,Z)ds = (0,0, M)

avee M = [ (x¥, =X, )ds = | C[_Xd[?i] yd(?;\ﬂ

IPP = M:[A]C—[ IA, M}

Ox dy

= M =Re[x(z)

- 2(2)-220'(2)]

avec Y(2)=x'(2)

A. Zeghloul CFMR Elasticité plane en variables complexes 20
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Désignons par (O:X,7.X,) le repére plan des coordonnées cartésiennes. et par
(M:a, 5,X;) un repére associé¢ a des coordonnées curvilignes (¢, ). La figure 1
montre ces deux repéres que 1’on choisit orthonormés.

~ A
¥ -

(M)

@F%

[ = constante
X6

o X

a = constante

Figure 1

Aux coordonnées (x,y), on associe le complexe z=x+iy ; et de méme aux
coordonnées (o, ). on peut associer le complexe ¢ =a+if. Comme
x=x(a, ) et y=y(a, ), onadonc:

dz
- / — fYF
=rQ e SO
=1
A. Zeghloul CFMR Elasticité plane en variables complexes 21
74 -
' g
®F, -
o = constante
.~"| | B =constante
ke

On montre facilement que f'({) = |f '(.;V)|ei5, autrement dit, 'argument de f'({)

est égal a 'angle € que font entre eux les deux repéres associés respectivement
aux coordonnées (x,v) et (a, 5).

arg ['({) = argdz —argd{ = :7(71?)_‘? - 1?@175.5 =6

Done, on a bien f'(;“):‘f'(-:)‘e"; et de méme pour le conjugué

F(E)=|£(&)]e™ . ce qui permet d’écrire :

A. Zeghloul CFMR Elasticité plane en variables complexes 22
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Résumé des principaux résultats du chapitre

La résolution d’un probléme d’élasticité plane se raméne a la recherche d’une fonction
de contrainte, appelée fonction d’Airy 4, qui est bi harmonique, c'est-a-dire telle que
A(A4) =0

L’expression de cette fonction de contrainte, a partir des potentiels complexes @(z) et
7(z), est donnée par :

A(x.y) = Re[Zp(2) + 7(2)] = %[fqa(:)ﬂa(f)w(:)w(a]

La recherche de la fonction d’Airy revient donc a trouver ces potentiels complexes. Les
composantes du tenseur des contraintes et du vecteur déplacement sont alors
déterminées par les relations suivantes :

A. Zeghloul CFMR Elasticité plane en variables complexes 23

- dans un repére de cordonnées cartésiennes (x, y)

0,+0,=2(0(2)+¢ Re[o'(2)]
0,0, +2i0, —2h¢ "(2)]

2].!(1)‘7‘ +1’uv) =xp(z) — zp' (E) 7/?'(5)

- dans un repére associé a d autres coordonnées (e, ), et faisant un angle &
par rapport au précédent

Gy +0o =2(¢'(2+5(2)) = 4Re[0(2)]
O — 0O, +21(7ﬁ—292"9[zgp A+ x"(7)]

2u(u, +iuy )= e [xp(2) - 25 (2) - 7'(2)]

avec k=3-4v ou K= selon qu'on est en présence d'un état de déformations

+v
planes ou d'un état de contraintes planes.

A. Zeghloul CFMR Elasticité plane en variables complexes 24
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TD3 : Etude d’un ouvrage souterrain du génie civil

Il s’agit de 1’étude de 1’équilibre d’un massif rocheux excavé (tunnel de section circulaire)
et de son souténement : le revétement est soumis au poids et aux réactions de butée du
rocher. Ce probléme peut étre traité a partir des potentiels complexes suivants :

P(z) = Az +E X(2)=Clnz+Dz* + Ez A,B,C,D,F constantes réelles
z z

a) b)

a — Chargement isotrope b — Chargement anisotrope (0 < k <1)

A. Zeghloul CFMR Elasticité plane en variables complexes 25

1- Donner 1'expression des contraintes dans le massif rocheux en fonction des
constantes A, B,C, D, F.

2- Déterminer dans le cas du chargement isotrope (figure 3a), les constantes en
fonction de la géométrie (rayon a du tunnel) et du chargement (¢”) ; donner
I'expression du champ des déplacements par intégration des déformations et par
utilisation des potentiels complexes.

3- On considere le cas anisotrope (figure 3b) sans réaction de butée (k=0):
déterminer dans ces conditions les contraintes en fonction des données
géométrique et de chargement. Pour quelles valeurs de &, la contrainte &, le
long des parois du tunnel est-elle de traction 7 Donner la courbe limitant cette
Zone.

4- On considere maintenant le cas anisotrope avec 0<ik<1. Calculer Les

contraintes dans le massif rocheux. Quelles sont les valeurs de k permises pour
éviter les contraintes de traction le long des parois du tunnel ?

A. Zeghloul CFMR Elasticité plane en variables complexes 26
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Corigé TD3

Etude d’un tunnel ¢(z) = Az+§ et y(2)=Clnz+ D7 +£2
, _

Zz
1- Calcul des contraintes
O-.\'.\' + O-}_v = O-f'f' + 0-99 = 4Re gO I
|0, —0,, +2ir, =2 (Zp"+ ")
J O, + 0 :4{ A—E;CDSZQ ‘
\ r
] - / N\ F; 3
JO'%. -0, +2ir, = 72%+ 4D+ 4§+12£4 ‘cos 26 +| 4!_)745271254 ]isin 26
L I \ I r ) \ Ir r
A. Zeghloul CFMR Elasticité plane en variables complexes 27
C B F mm
J”:2A+?—{2D+4?+6F}00526 :f;O(Z) AZ+§ et F
! z
) b e e e e 222
© F
Op =2A——+ 2D+64]cos 26
r r

T, =[2D—2£;—6£4]sin2(9
r r

2- Cas de la compression isotrope (figure 3a)

CLale o,+0,=—-20"=4Rep’) =44 ﬂA=—0—7

Uﬂfial\+211,\1':0:2(7¢II+ZI)M ::, D=0

C.L. sur la cavité du tunnel (paroi de rayon a) ¢, =7, =0 quel que soit &
C

2A+—=0 =  C=a’c” et B=F=0
a
32 32
D’ou en définitive o, = —c)'“'“(l—?) Op=—0 (1+=) et 7,=0
A. Zeghloul CFMR Elasticité plane en variables complexes 28
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Calcul des déplacements par intégration des déformations
Compte tenu du chargement (isotrope) le déplacement est purement radial.

_______________

2ue, = (1-v)o, —vo,, en déformations planes, soit : ' . a )
10, =0 | 1-— |1
- 2y L r.
2%4’6,7-:—0‘”‘ 1—20—3—2 :Z;Jau" = Zﬂur=—()'w{(l—2v)r+a— REEEEEPEEEEES
L ro) ar r i . a i
1Og==0" | 1+— |
1 rh
U N
T N 2 o Wity | LA Sty .
2p(u, +iug) =e (K¢(Z)‘Z¢ (z)-x (Z)): lavec K=3-4v_en DP}
et e e e e e e e e e e e e e e, e, e, - - - —— ]

Calcul des déplacements par les potentiels conplexes

2 (u, +iu, ) = e ((3-)p—zp'- 7 avec  @(z) = —% zet y(2)=a'c"Inz

Soit
- f 2 2
o A - a
2u(u, +iuy)=—=—-| 2-4v)r+2° |= 2uu,=-0"| (1-20)r+— | et u,=0
2\ r) _ r
A. Zeghloul CFMR Elasticité plane en variables complexes 29

G.\'.\' +Gw = Gn' +O_96 = 4RE q,I
\o, -0, +2ir,=2e"(zp"+ 1)

CLale o0,+0,=—-0"=4Rep’) =44 = A=-

0, —0, +2ir, =—0"=2Ep"+y"). = D= —%

C.L. sur la cavité du tunnel (paroi de rayon a) o, =7, =0 quel que soit &

2A+(—’2:0 = C=a

a 2
ZD+4£;+6£4:0 1452 62:"— T AT B Fy T
j a a ~J) a a 2 | UW=2A+—2—£2D+4—2+6—4JCOS26 |
B F B . F_ o r ror :
‘2D72.276,4:0 |2 7 Hb—g=——r i c [ '
: a a a a 2 ! Opg =2A——+| 2D+6— |cos 268 '
1 . r :
B=2% o Fo—a®?_ irrg={2D—2£i—6£4}sm26'
2 4 ; r r '

A zeghloul | CFMR Eastiits plane en variables complexes 30
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__________________________________________ Et les contraintes sécrivent alors :

e B S
‘ ror HOTET 4 a’. o a a
@ F :: :O-rr=_ 2 (1_72)"'7(1—4*2"'37)(20529
w0 = 2A——+ 2D+6—4]c0526 Hgoc=9 2! r , s )
r r :: 2 1 o a (e a
B . F n . G =~ (1+F)_T(1+3F)C0826
fro =(2D—27—67}51H23 :i F:_id' i e 2 4
o f _____ f ____________________ EIL """" 4 T,g=—%(1+2a—2—3a—4)sin29
I r

Le long des parois (r=a) la contrainte orthoradiale vaut :

Oy =—0 (1+2cos26) T 20 pour 60°<6<120 et 240°£ 8 <300

o,>0 Rq:enremplagant —0” - 0~

on retrouve les résultats du TD2

o 2 0 2 4
0,27 (1= |-G 14 4% Jeos20
r r r

00 2 00 4
o,= L | 1+% |+ 1432 |cos26
2 r 2 r

) 2 4
g .
o =[1+2az-3j4]smze

2 r

A. Zeghloul CFMR Elasticité plane en variables complexes 31

4- Cas du chargement anisotrope avec réaction de butée (figure 3b avec 0 <k <1)

XX

CLalew o,+0,=—(1+ko" =4Rep’) =44 :,~A=-(1+;()"T

G, —0,+2ir, =—(1-Ko~ =2(Zp"+ y"). = D=-(1-k) UT

C.L. sur la cavité du tunnel (paroi de rayon a) o, =7, =0 quel que soit &

2 lz0 = c=aurh
a
B F B F -
|2D+4—+6—— ‘2—2 = =(1-0Z-
B F_ 7B .r -
IZD 22=6=0 |43 =-0-8"-
a' La a 4
A. Zeghloul CFMR Elasticité plane en variables complexes 32
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oo oo

B= ;f(l-k)(’T et F:—aJ‘(l—k)O-T

La contrainte @, sécrit :

== 42 ) 4
T 1+2) -1-0 T (1437 cos 26

O, =—(L+k)
I 2 I

Sur les parois du tunnel, g, vaut :

O =—0 (1+k—2(1-k)cos28) avec 0<k<l

Comme cos 26 <1, cette contrainte reste négative

sil+k—2(1—k)=0 soit pour kzé

A. Zeghloul CFMR Elasticité plane en variables complexes 33

Question supplémentaire
Donner I’expression de la fonction d’ Airy A(r, 8) associée aux
potentiels complexes @(z) et x(s).

#(2) :Az+€ X(z)=Clnz+Dz* +Z—Iz

A(r,0) = Re[E¢(z) +)((z)] avec z=re?,z=re’"

2
r

A(r,0) = Re[Ar2 +Be? +C(Inr +i@) + Dr*e*® + £ e'zw}

A(r,0)=Ar*+Cln r+[B++Dr2 +£2jcos 260
r

Expression identique a celle du TD2

2

A(r,6) =br? +clnr+(d+er2 +ijcos2«9
r
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