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TD1S5 : Calcul de durée de vie en fatigue
a partir des courbes de propagation

1- Dans un élément de structure en acier de ténacité K,C=70MPa\/m, les essais
de propagation, a partir d’une longueur initiale q,=0,2mm, ont donné les
résultats suivants :

da/dN en m/cycle

_1-bR
AK en MPaJm

da 114 723 s - . (b=0,2 4 R<0
——=7,72-107AK;” ot AK, =——AK avec avec
dN 1-R b=1 aR=0

Pour le calcul du FIC, on adopte la relation K = o+/7a

Un lot d’éléments 1dentiques subissent, aprés amorcage d’une fissure de longueur q,,
différents chargements. Déterminer la durée de vie N, pour les chargements suivants :
a-Ac =200MPa-R=0 b- Ac=360MPa-R=-1
¢c- 1 cycle Ag=200MPa-R =0 suivi 2 cycles Ag =360MPa-R=-1
d- 3 cycles Ag =150MPa-R=10.,5 suivis de 5 cycles A =300MPa-R=-0.5
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* La durée de vie se calcule par intégration entre la longueur initiale a, =0,2mm et une

longueur critique @, qu’il convient de déterminer pour chaque chargement considéré :

. Ac=200MPa-R=0 = a, =39, 0mm

K, =opr =27 fra = a.- l( (1-RK, \J AG =360MPa-R=-1 = a, = 48,1mm,
I-R 7\ Ao ] Ac=150MPa-R=0,5 =a,=173mm,

Ao =300MPa-R=-0.5 = a, =39,0mm .

23 . :
:i“ =7,72:10" (200J7a )~ =Cia" ou €, =5.65-10°

a- A =200MPa-R=0

( N

1 5 1 o=1sJ:>Np_2132'1056jvc7]es

(0.2:10%)""  (39-107)

NP = | nag o~ 115 -
J0210% O 0,15C,

[3910*3 da 1

AN

dﬂ -7.72.10™" (0,6 3607 )” =Ca

4

b- Ag =360MPa-R=-1

ot €, =6,74-107

f \
1 1 .
( B 015 J =N, =199-10"cycles

(0.2:10%)" (48,1:107)

AN / \ /

!
0.15C,

e
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c- 1 cycle Ao =200MPa-R=0 suivi 2 cycles Ao =360MPa-R=-1; on calcule la
vitesse moyenne sur le spectre, soit :

Y 23 -3 23 . < 5 5
da ) 7372'10_11(200 +2(0,6-360) Jﬁl»h”]_b =0 ob €, =6,37-10°
(Uv'mo} A 3 y

( 3
N ! ! ! =N, =2,05-10° cveles
Np = ; 5 15 p = ot AL
0.15C; | (0,2-107)" (39-10°)"

d- 3 cycles A =150MPa-R =0,5 suivis de 5 cycles Ag =300MPa-R =-0,5

A
da) 3-1502-3+5(11’1 -300)*
a , C 1is : :
J = 7,72‘10—11 5~ Jrl'h('{l’b _ Cﬁlﬁl_h ol C4 _ 54910—3
(HV 4 may 8
\
( \
; 1 1 1 .
P : s oS = N, =2,13-10"cycles
0.15¢,| (0,2:107) " (17.3:107)
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2- La propagation en fatigue dans I’acier de I’exemple précédent est plus
rapide pour les fissures courtes (0,2mm<a<lmm). La loi de fissuration
pour le régime fissures courtes (FC) est :

da o2 AK [c=14a R<0

—GJ :10"[AK;C) avec AK;:C:( e

AdN ) \ c=0 aRz0

-
i
|
-
=
@

Mémes questions que celles de I’exemple 1-

a-Ac =200MPa-R=0 b- A =360MPa-R=-1
c- 1 cycle Ao =200MPa-R =0 suivi 2 cycles A =360MPa-R=-1
d- 3 cycles Ao =150MPa-R =0,5 suivis de 5 cycles Ac =300MPa-R=-0.5

da
dN J FC

_ 110°%  da 3010°  dg
Ny =[P ey
Jo,2107° (‘1(, J

a- Ac =200MPa-R=0

=107 (200v7a ) =Cia ou ¢, =1,26-107

kY
hlL‘l“ !

1 1 1
w? a0 0,2 0,15C,

. 44015 4015
\(‘1-103) (39-103) ’

= N, =1,53. 10°cycles
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3 / A ,
b- Ao =360MPa-R=-1 ﬂJ :10‘9] @erJ =Cya on C,=1,02-10"
AN re L 2 ’ ’
1, 1 1 1 1 )
Ny=—In—+ - { , e RES = N, =1,39-10°cycles
G 0.2 013G [ (1107)"  (48.1107)

c- 1 cycle Ao =200MPa-R=0 suivi 2 cycles Ao =360MPa-R=-1: on calcule la
vitesse moyenne sur le spectre pour les deux lois de propagation (fissures courtes et

longues), soit :

\FC 2 360/2)2 ) ‘ ‘
ﬂJ :10—9[M ra=Ca oit C,=110-10"
dN S moy \ 3
Y
1 1 1 1 1 5
j\/P:Thl__F - { 015 015 ijp:1,39‘103Cj‘;’CI€ZS
¢, 0.2 015¢C | (1.10*3) ) (39.10*3) '
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d- 3 cycles A =150MPa-R=0.5 suivis de 5 cycles Ag =300MPa-R=-0,5

\Fe (3.150% 5(300/1.5)% ) . . '
d(.fJ —10° 3-150°+5(300/1,5) J}m:C a ol (7421,05.104
dN moy \ 8
11 1 1 | )
Np=—rln_—+ ~ { 05 ais :>Np:1,34'105m!c]es
¢ 0.2 015G (1107) " (17.3:107)
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3- L’acier précédent présente un seuil de non fissuration AK_, ;.

Mémes question que celles de 2-
4 4 MK, . =4,5MPaxm
da o oro\? AK ) [c=14a R<0
@ 210"(AK;;C) avec AK;C:[ J .
AN Jec ' \1-¢R, c=0 aRz0
, _ (b=0,2 4 R<0
d—ﬁv:7.72-10’”/_\1\;'1;3 ot AK, :ﬂAK avec '
dN 1-R b=1 aRz0

a- Ao =200MPa-R=0 b- A =360MPa-R=-1
c- 1 cycle Ag =200MPa-R =0 suivi 2 cycles Ac =360MPa-R=-1
d- 3 cycles Ao =150MPa-R =0.5 suivis de 5 cycles Ac =300MPa-R=-0.5

Il faut s’assurer que les chargements sont endommageants pour la longueur de fissure
initiale a, = 0,2mm , c'est-a-dire que AKI (a=a,)>AK,,, .

— y — -FC -7 -5 y <
a- Ao =200MPa-R=0 AR (a,)=2004/ma, =5,01MPa~/m > AK_,,, donc pas
de changement par rapport a4 ’exemple 3 (méme durée de vie). Il en est de méme pour

b- et c- (180,/za, =4.51MPa~/m > AK )
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AK T (a,) = 1507a, =3.76MPax/m < AK.,,, : ce niveau

d- A =150MPa-R=0.5
soit

devient endommageant pour une longueur ¢ telle que 150 /7a, =AK_,.

a, =0,286mm .

e 300 i
Ao =300MPa-R=-0,5 AKI®(a,)= T3 [za, =5.01MPa/m > AK .

5]

da Y (5(300/1,5)) : . .

Pour g, <a <a,, ? =107 23007139 ma=Cya avec C, =7,85-107
dN oy L

FC Fa 9 ] Y
da \ o[ 3-150% +5(300/1,5) .
Pour a, <a<lmm . —TJ =10~ ( ) J;‘m =C,a
LV Moy N 8
{ k|
1 1

-
N, :L..hl—o’“86+i.h1 I -+ ! -
C, 0.2 C, 0,280 0,15C,

0.15

(1‘10-3)0'15 (17.3-107)

S

= N, =1.36-10"cycles
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4- Un réservoir cylindrique de rayon intérieur R,=1m et d’épaisseur e=4cm, est soumis
a une pression interne p (figure ci-dessous). Le dimensionnement devra assurer a la
fois un comportement élastique du réservoir et une résistance a la propagation brutale
d’une éventuelle fissure; on prendra comme coefficient de sécurité C=2.

- i

e

i
i K, =L120,N7a
i

h
i
—
:
B

La fabrication du réservoir peut se faire avec trois aciers (A, B, C) dont les valeurs de la
limite d’élasticité o, et de la ténacité K 5 sont:

Aciers o, (MPa) K, (MPaJm)
A 14340 866 99,3
B : 4335 1299 72,9
C : Maraging 1732 56,1
A. Zeghloul CFMR Application de la MLR a la fatigue des matériaux 11

a- Le critére pour le dimensionnement en contraintes, qui fait abstraction de 1’existence
d’éventuelles fissures, est celui de Mises : (o 32
c,-0,0,+0. =| £
AN Cs

Déterminer en fonction de o, R, et e, la pression admissible p_, .

Donner la valeur de p_ . pour chacun des aciers.

b- Le dimensionnement en rupture qui tient compte de 1'existence d’une éventuelle
fissure de profondeur «, est :

K, <K, /C,
Donner I’expression de la pression admissible p,. en fonction de la profondeur
fissurée a etde K, . Pour quelles longueurs de fissure a,. les deux dimensionnements

sont-ils équivalents ?
Représenter schématiquement dans un diagramme p en fonction de «a, le domaine de
sécurité pour chacun des 3 aciers.

c- Aprés fabrication, le cylindre subit un contréle non destructif dont la limite de
détection est a,, = 2mm . Il est ensuite soumis, pour le test de résistance, a une pression

ultime P, =32MPa .
Quels aciers faut-il choisir pour éviter I’éclatement en cours de test ?

A. Zeghloul CFMR Application de la MLR a la fatigue des matériaux 12
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a- On calcule dans un premier temps les contraintes o, et o, en fonction de la pression
p etdes dimensions du réservoir :

R,
c,2el = p2RIL :»o—szp z
e
2 _ . PR T, P /
c.27Re=prR o, =—L=—%£
AT PR 2¢e 2 + L
a, o,

LY : 2 2 2y
Le critére de Mises G, 0,0 .+0.=0./4 donne :

32 2 i
(MJ [kl#]:“ﬁ st poy, =0, =2.31-10%0,

\ e 2 4

Aciers o, (MPa)
A 14340 866
B : 4335 1299
C : Maraging 1732
Acier A Acier B Acier C
Do =20MPa Do " =30MPa Pt = J0MPa
A. Zeghloul CFMR Application de la MLR a la fatigue des matériaux 13

R . . .
b- K, =1120.4ma = I,JZL\HT(? . La pression admissible est atteinte lorsque
e
K K K K
K}:%,soit: I,IZM'\}F(J:iD Poin =———7—— lc =1,01-107

e 2 224J_RJ_ JE

Les dimensionnements (en contrainte et en rupture) sont équivalents lorsque :

- 2 2
K, 3 K, K,
= € = == —¢—| =1,90-10" =<
padm - - )
2, 24\/ R \Ja, J' R, 7\ 2,240, op
Am' A =2 Smm ACMB =0, 6mm AC‘“C =0, 2mm
P(MPa)|t
10 Acier C Acier B Acier A
7 Acers o, (MPa) K, (MPam)
30 [ A 14340 866 99,3
B: 4335 1299 72,9
20 C : Maraging 1732 56,1
0,2 0.6 2,5 — a(mm)
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c- P =32MPa=>o, = LR =800MPa <o, les 3 aciers restent dans le domaine

¢ A MP K, (MPaJm

élastique. Aciers oz (MPa) 1o (MPaxm)
A : 4340 866 99,3
B: 4335 1299 72,9
C : Maraging 1732 56,1

L’¢clatement se produit lorsque K; =K, . cest-a-dire lorsque 1120, \7a, =K, .

soit :

K Y\ 2
L[ ‘c :>a((m):3,96-10'7(K1C(111Pm,/;))

a = 3.91mm a’*® =2 11mm a™ ¢ =1,25mm ayp =2mm

Acier € e .
a’™" <a,, =2mm, "acier C nisque d’éclater au cours du test.

c

Bon choix : Aciers A et B
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5- Le cylindre précédent est fabriqué avec I’acier 4340, dont la courbe de Wohler pour
amorcer une fissure de fatigue a;=0,5mm au bout de N, cycles (a un rapport de charge

R=0) est donnée par :

max

&
a max
o a,

5.107
Nr: = =
. 3

(05 -25)

=300MPa

- N

a- Calculer les nombres de cycles & I’amor¢age N, si on charge le cylindre

cycliquement entre P =0 et F, =32MPa.

5.107 PR, 5.107
L avec oy = —L=400MPa = N, =———— = 5000 cycles
2e (400—-300)

a- N, = ; 5
(i)

A. Zeghloul CFMR Application de la MLR a la fatigue des matériaux 16

26/11/2017



b- Le cylindre subit 2 fois par jour le chargement précédent pendant 3 ans ; on le charge
ensuite toujours 2 fois par jour entre P =0 et P, =30MPa . Calculer, en utilisant la loi
de cumul de Miner, le nombre de jours restant avant amorcgage.

b- Le cylindre subit 2 cycles de chargement de P =0 a A =32MPa pendant 3 ans, soit
mo 2190
N, 5000

m, =2190cvcles . L’endommagement associé est : D, = =0,438.

: . . . PR,
Le cylindre est ensuite soumis au chargement de P =0 & P, =30MPa, d’on g4 ==
e

. g . . m it . 5.107
soit oy, =375MPa . La régle de Mmer donne : ——+—-=1 avec N, =—

AT AT . 2,
‘?\al "\02 [O’gj*O'D)

soit N, =8889¢cycles . Le nombre de cycles résiduels n, s’écrit done :

1- Ii J: 4996¢ycles ce qui correspond a 2498 jours soit 6 ans, 10 mois et 8
al J

A. Zeghloul CFMR Application de la MLR a la fatigue des matériaux 17

¢- Déterminer pour un chargement P =0 — 201/Pa, la longueur critique & rupture et la
durée de vie en propagation N .

d- Calculer la durée de vie N, sachant que le chargement est composé de 1 cycle
P=0—20MPa etde2cycles P=0—->16MPa.

e- Le spectre de chargement est indiqué sur la figure ci-dessous. Calculer la durée de vie
en remplacant dans les lois de fissuration AK par sa valeur moyenne sur le spectre

N R ’ 1 2 R , 1 2
o min max A min 2 max 2
MmS = 1’12 (Gms ~ Oms ) Ta ou Gys = ? ?Z Prin et Oms = ; ;Z Proa - et R

par R, = Zﬁ* da) _gpge 0,5mm < a<1,5mm @] =10""AK"
dn )y

mS dn FC
20

P .(MPa) | P, (MPa)

nin

P(MPa) [t 8 0
15 1
20 74
15 74
8 4

AT
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\2
J =9.7Tmm

kK, V 1 €K
c-K =K, :],]20'(?ilx Ta. = aczi(# :l e
’ ¢ ‘ x| L1207 7| L12R, R,

5

d hY 2 / RAP hY
”J =10°AK* =10 (L12a0,V7a ) =107°| 112 \meJ

dN Jee \ e
soit
AY <
d“,J =Ca avec C,=9,85.10"
dN Jec
da _13 ) 4 13 + 2 - -2
J =107AK* =107 (L1280,7a ) =Coa®  avee  C;=9,7110
dN )5 )
et
15107 9.77107 5 I \
o= I @Jrci ] BN, (1* . (1)7;+CL 1 «-110-3 9 771-10‘3J
1 gs5107 a 215107 a 1 > 2 L5 >
soit
N, =1,70-10"cycles
A. Zeghloul CFMR Application de la MLR a la fatigue des matériaux 19
da \™ R —) 20°+2.16 :
d- “J _10‘“’1 1,12—fJ;J = T2 4=Ca avec C,=7.49:107
dN ). e 3
da ™ R ~)20"+2-16" , ) ,
a :10‘”(1.124&} = T2 =0’ avee C,=589:107
(fN JEr \ e
et
1. L5 1 1 | A R
Ny=—Ihh— —( 5 5| soit N, =2,42-10" cycles
¢, 0,5 ¢, {15100 9.77-10
e- omn o R lsz =25 l[’42 (7,9 +47 +(7 4)2) = o™ =1,33-10° MPa
ms e Vs min 5\ ? ms

. R [1 1, ;
a,‘:};*zz\/;Zpﬁm :25\/ (2:8°42:15°+20°) = op5" =3.50-10° MPa

5

AG,s = (oM — o) = 2.17-10° MPa P MPO) | By (MPa)
8 0
min 15 4
R .= ms 0.38 20 7.4

m§ max i
ms 15 74
8 4
A. Zeghloul CFMR Application de la MLR a la fatigue des matériaux 20
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| moy

ﬂJ :10-“’('1.12‘217«/})2(::(;(1 avee (,=18610"
dN Jeo .
(‘::\J ):10'”((17}2”!5)4\.1&’,”5.)4:10'”(1‘12'(170,38)-217472'3)4:(‘602 C,=5,0900"
N L
1 Ly 1 1 1 ) .
Np=—In——+ ( = = J soit N, =1,17-10°cvcles
c. 05 15107 977107

2
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Introduction

Toutes les études pour déterminer les champs de contraintes et/ou de déplacements dans un
solide soumis a des efforts de contact, s’appuient sur le travail initial de Hertz en 1882 sur le
contact de deux solides élastiques sans frottement.

Hypothéses de Ca théorie de Hertz

- Comportement élastique du matériau

- Continuité des surfaces de contact (absence de rugosité)

- Faibles dimensions de la surface de contact par rapport a
celles des solides en contact

Heinrich Hertz 1857-1894

Malgré ces restrictions, la théorie de Hertz a été étendue au contact inélastique avec
frottement.

La présentation de la mécanique de contact dans ce chapitre, sera limitée au contact de
deux solides élastiques avec ou sans frottement.

A. Zeghloul CFMR Fatigue de contact de roulement 24

26/11/2017

12



On peut discerner qualitativement deux types de contact

p(s)
. N
\

a- Contact incomplet b- Contact complet
Roulement a billes Opérations de poinconnage
Engrenages ou d’emboutissage avec des
Roue et rail dans les systemes ferroviaires solides plats

Principale caractéristique Principale caractéristique
L’effort de contact s’annule a la La pression de contact présente
frontiéres de la zone de contact une singularité aux bords de la

zone de contact

A. Zeghloul CFMR Fatigue de contact de roulement 25

Théeovie de Hertz

Contact de solides élastiques (S, et S,) de forme convexe, dont les surfaces enveloppes
sont décrites par des coniques (z, et z,).

Surface de contact
elliptique

Hertz (1882) adopta I’hypothése d’une surface de
contact elliptique dans le plan tangent (72

A. Zeghloul CFMR Fatigue de contact de roulement 26
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Hertz a utilisé 1a méthode développée par Newton

Figure d’interférence obtenue par Newton :

les anneaux concentriques sont centrés sur

le point de contact d’une lentille sphérique
avec une surface plane.

L’hypothése de Hertz d’une surface de contact de forme
elliptique repose sur des observations expérimentales.

Franges d’interférence observées dans le contact de deux cylindres d’axes non paralleles.
(Cylindres d’axes faisant un angle de 45° entre eux)

A. Zeghloul CFMR Fatigue de contact de roulement 27

N
A y
b X
-
-a
s
Surface de contact
elliptique
Les coniques décrivant les surfaces enveloppes sont de la forme
z=Ax"+Bxy+Cy’ +Dx+Fy+G
En coupant ces coniques par des plans z=+h/2, on obtient,
moyennant le choix des axes x; et y,, des ellipses :
2 2 2 2
X, X,
ZI=—1+y—1 z,=— _1+y_1
2R, 2R, 2R, 2R,
Ry, Ry, Ry, et Ry, rayons de courbures principaux en O
des surfaces enveloppes de S, et S,.
A. Zeghloul CFMR Fatigue de contact de roulement 28
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Définition des rayons de courbure principaux R,;, R
des surfaces enveloppes de S| et S,.

yl» RX2 et Ry2

Ptans principaux du
. solide 2
S,

Plan tangent
o . Fhin &

~ —
—~ -
P -
o ~
= il
2 e — ——
"{l P T
- B3
N T e
:,,- 2 y:
\___ N\
Solide 1 —_—— ‘
- Plans principaux du
solide 1
Géométrie générale d'un contact hertzien convexe.
A. Zeghloul CFMR Fatigue de contact de roulement 29

11,1

— xlz + y12 ol Rx Rxl Rx2
2R, 2R, 11,1
Ry Ryl RyZ

On obtient ainsi I’équation d’une ellipse qui décrit le pourtour de la surface
de contact sous I’action d’une force de compression normale N.

A. Zeghloul CFMR Fatigue de contact de roulement 30
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Hertz a déterminé analytiquement la forme elliptique de la surface de contact et le champ de
pression auquel elle est soumise sous I’action d’une force normale N.

Y x
e yz N, |Po
p(x,y) = p, 1_?_? -a / a__
-b
x2 y2
N= [ p(x,y)dS = p, [ [1I-=5~25ds
Ne Ne a b
x=apcos@ y=bpsin@ —=dS=2mabpdp (0<p<])
327!
1_ 2
N:ZMM%ﬂprﬁup = N=bm@0—L—%l— =%mw%
0
S . ( —ﬂ)
pO 2 ”Clb 2 pmay pmoy ”Clb
A. Zeghloul CFMR Fatigue de contact de roulement 31

L’ application la plus simple des résultats de Hertz concerne le contact de deux cylindres a
axes perpendiculaires.

SIRYF

SH(Ry) e Oenfoncement élastique
N d’un cylindre dans 1’autre

Les dimensions a et b de I’ellipse de contact se calculent par les relations de Hertz

1/3
a_b (3 RR o 3
—=—=|~(k+k)——=-N —=—(k+k)NON>"
m n 2 Ia1 r 4da
_I- Ui2
k,- = E m,n,r coefficients de Hertz (sans dimensions)
i
A. Zeghloul CFMR Fatigue de contact de roulement 32
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Les coefficients m,n,r de Hertz dépendent
d’un parameétre géométrique, S, définie par :

R —-R
B =arccos———=2

R +R,

3° v v om 90
“ o n

m |6 ¢ P 1
n [0 - 1

5
7 2 = 1

2 v

2

£ 14

g * v

& ] * . v

* %
L
- " & 5 8 W
g o © @
1 I T T
(1] & a0 &
BC)
Variations des parametres de Hertz
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TD 16 — Applications des formules de Hertz

Contact roue-rail (TGV) — dimensions caractéristiques

e
Parte 15% | concmtdelarove  R1=445mM
~ UIC 510-2

h: hauteur du boudin
variable selon le diamétre
» delaroue

E =E =200GPa 0, =0,=03

Sachant que N=110kN calculer a,b,d p,et I’aire de la surface de contact.
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G0 10 2() 30 10 20 60 70 80 |90

m | 6,61 | 3,78 | 2,73 | 2,14 | 1,75 | 1,49 | 1.28 | 1,13 | 1 i _1-07
i n | 032041 1049 [ 0.57 1064 | 0.72 080089 ] 1 i :ki_ E. i
[ (280230 [1,98 [1,74[1,55 [ 1,39 [1.25 [ 112 [ 1 |} 1---mm-fed
@ b (3. RR NUTTINT SR '
l—=—=|—(k +k,) 2N | | :pOZ— | I_:_(kl-"kz)NDNZ/3I
mn 2 R *+R, ‘L 27maby \r__4a’ " T ] |
B= arccosM =78,8° k =k, =4,5500"m’N"
0,445+0,3
8,8
m=1,28—(1,28—1,13)%=1,15 n=0,8+(0,89-0,8) 10 =0,88
a=7,42mm b=5,68mm D, =1246MPa
Aire de la surface de contact Sc = 77ab =1,32cm’
r=1,25—(1,25—1,12)ﬁ=1,14 0=0,115mm
10 A. Zeghloul CFMR Fatigue de contact de roulement 35

Meécanigue du contact en élagticité plane

Un solide S assimilable a un espace semi infini, est soumis a des efforts de contact P et Q.
Etudier ce probléme en élasticité plane revient a se placer dans un plan médian, avec le
solide S assimilable a un demi plan infini.

P ] P
)
l_ - 0
, -y
-
7}

S X
a — configuration 3D b — configuration plane

La solution de ce probléme d’élasticité dans la configuration plane a été proposé par
Flamant en 1892. La fonction d’ Airy associée est de la forme :

A(r,0) = Br@sin 8+ Crfcos 8
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P
¢ A(r,0) = Bréisin 8+ Crfcos )
l\\ 0 r// ***********************
\\\\~ _’// a- _ aZA _O
X 6 arz
10A 1 0°A_2B 2C _ G(IOA]_
=+ — == - r. =—212221=p
ror * o8> r cosé r sin€ ? orlro@

Les constantes B et C sont déterminées en équilibrant les forces P et Q avec les contraintes
agissant sur un demi-cercle de rayon r:

—P:J.”/2 o,cos@ddd=Brnr = B:—£
-2 T
~0=[" o,sin6mg=cn = c=-2
-2 T
ré .
A(r,0) = ——(PcosH+ Qs1n¢9)
= ) T
0, =-—(Pcos@-Qsinb)
r
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FP |
|
| . |
10 =——(Pcos@—Qsinf)
¢ y L_r____ZTI_( _____________ )_:
N o )
N ; o,=0,cos 8
~, Ly .
Y aNa g o,=0,sin’ 6
N I, =0,sinfcosd
2 Px’-0xy
0= T
cos@=2 - y
2 P 2 _ 3
"= o= _LIW TV Q_y2
Tl .2 2
sin@=2 B
r 2 2
__2Pxy-Oxy
P "
T x2+y2
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. SRR s
0, =2 200 po) [
| [+ : f[: q(s) [N
- Y iU_: 2ny2—Qy3i =+ —— y
o e !
iz_)_ 2Px:y—Qxy2: g
* m 2 2 < s —>
x Tl @ e
Pressions de contact p(s) et g(s) réparties sur une largeur 2a du demi plan S.
En remplacgant P par p(s)ds, Q par g(s)ds ety par y-s, les contraintes sont :
2x° pa 27 pa s)(y—s
e N [ B Vi) B
Vs a[xz+(y_s):| Vs a[x2+(y_s):|
2 3
2x pa N -5 2 pa N -s
=i )(y )zzds+—_ q(s)(y )zzds
V4 a[x2+(y—s)} /4 a[x2+(y—s)}
2
2x° ta s)(y—s 2x a S)y-—s
L p(s)(y-s) a5+ 2] a(-s)
Y T =4 2 2T To-al 2 2T
[ +(y=s) ] [ +(v=s)]
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Les contraintes dans un solide soumis a de efforts de contact, peuvent aussi étre déterminées,
en élasticité plane, par les potentiels complexes @(z) et x(2).

0,+0,=2[$(2)+$'z) | =4Re[4'(2)]
0,-0,+2r, =2[7¢"(2) + X"(2)]

Le solide étudié occupant un demi plan infini, les contraintes sont définies uniquement
dans cette partie. Muskhelishvili* a montré que le champ des contraintes ne dépend dans
ces conditions que du seul potentiel ¢(z). En posant ¢{z)=¢’(z), il est donné par :

o,+0, = 2[¢(z) +@] = 4Re[@2)]
0,-0,+2ir, =2[(2-2)p()- @) -] (a2
o,-ir, =(z-7)¢@) + @) - A7)

*N.I. Muskhelishvili, Mathematical Theory of Elasticity, Noordhoff International Publishing, 1962
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Solide semi infini — Ligne de contact L (-a<x<a).
Actions de contact normale, p(x), et tangentielle, q(x).

y
7,(x,0) = p(x) R .
L0240 g e

—

\_ |
BN
!

Conditions limites sur L {

Sur L o,-ir, = p(x)—ig(x) = ¢ (x) =@ (x) e -
on ¢ (x) et ¢F(x) sont les valeurs de ¢(2) lorsque y — 0~ ou y — 0T

S'appuyant sur les travaux de Riemann-Hilbert, Muskhelishvili montre que le po-

tentiel ¢(z) est donné par :

a2) .[ P(t lq(t)
27‘[1
ol t est un paramétre réel variant le long de la ligne de contact L, pour|z| < a
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|
Sig(t)=fp(t) fcoefficient de frottement :ﬂ )= -1,

2mfp(t)d’ = @) =(1-if)g(2)

p) , _

- Lt Zdr==(1+f)g ()
+if
~if

0,+0, =2 @z) +@z) | = 4Re[@A2)]
0,~0,+2ir, =2[(Z-z)@(2)~x2) - P(2) | (ﬁ)

¥y

== L”(”dt = P2 =907 =

En éliminant ¢ (z) = é(z)=—

0,+0, =2 @z) +¢z) | = 4Re[@2)]

ol 2if
J},—Ux+21rxy—2{(z—z) (z)+ f(ﬂ(z)
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TD 17 — Solide soumis a une action de
contact normale constante sans frottement

y

1af__f__I I T o

- Déterminer ¢z) et ¢(z). . z—a= rieig]
- Calculer les composantes du tenseur des contraintes. On posera : o
z+a=re"
- Déterminer les contraintes principales 0;, 6, et le cisaillement 7=(0;-;)/2

- Déterminer les lignes d’iso contraintes 0;, 0, , T et tracer I’iso contrainte T.
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Corvigé Y
i syt i
| _ p) —ig(t) .1
| t!
f%-i-.%az[-----------i ¥
i________________: _____________ |
| 0,40, =2 @)+ @) |=4Re[@n)] !
| |
| |
|0, —0, +2ir, = 2{(z —z)(a(z)+—f¢(z)}l
R S . AN
_Pyfae dt _p,., z—a v\ _ Do 1 lj
—=—"21In z)=—| ———
Az)= 27T1J““t z 2/ z+a ?(z) 27‘[1'(2—61 z+a
— = it
zra=ne Az)=Lo 1n[ P ‘-"2>J = Re[@2)]= (9 6,)
z+a=re® 2m \r,
2 2
. 2 ) 1 1 _
z=re" 2z —2)@'(z) = ~Lh rsin@| —e @ ——¢
. T K nh
gz sin g, 5
rsinf =
nsing, =- P (sinH1 cos @ —sinf, cos G, +i(sin2 6, —sin’ 6’1))
T
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X
2p
0, +0, =4Re[@2)] ==2(6,-6,)
T
_ . _ _2py¢.. o oo 2 2
o,-0 +2r = sin @ cos & —sin G, cos &, +i(sin” g, —sin” §
y X xy Vid
o, =2212(g-6)+sin26 -sin26, ]
Y/
= o0, =&[2(¢91 ~,)+sin26, —sin 291]
2T
r, = &[cos 28 —cos 2492]
21T
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y
En posant a=6,-6,, le calcul contraintes _al___l__]_ I__I__l a
principales 0;, g, et du cisaillement ; X
=(0;-0,)/2 donne :
= 0,=2(azsina) r=Loging
’ T T
Les lignes d’iso contraintes (@=constante) sont des cercles
passant par les points O,(-a,0) et O,(a,0).
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|
— } —a—q Po —
o[ TIiI 1o (i
\ \Q\\:\I TII ax = ﬂ‘
n
e

k2 = gina, T —&’wsma,
oo 8 5

\\ | A

Franges a 7 constant

Lignes a cisaillement 7 constant
& (Johnson*)

*K.L. Johnson, Contact Mechanics, Cambridge University Press, Ninth printing 2003

A. Zeghloul CFMR Fatigue de contact de roulement 47

Contact inéaire rouc-rail

Roue Roue

Pression

Surface de ,

de contact contack 7
Rail Rail
(a) (b) (©)
a- Roue et rail b- Pression de contact c- Surface de contact

La surface elliptique de contact étant étroite, le contact est assimilé en premiére
approximation a un contact linéaire, de type cylindre/cylindre a axes perpendiculaires,
sur une longueur 2a.
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5 y
px) .
Roue 411_[11\&4()5) = fp(x) X
-a a
Surface de . B
contact
Rail 3 L
Roue

La roue est assimilée a un demi plan élastique sur lequel s’exerce
une pression de contact p(x) avec ou sans frottement

2
X
p(x)=po,/1—y

3 N
=——— (N effort normal
H 2 1tab ¢ )
oy T o
F =p, .[—1; 1—?dy =P, ) (F force normale par unité d'épaisseur)
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- | — Fe. e % Ty e
ml remorgas extréme 1 remorque 2 n remorgue 3 ] romorque 4 ! remoraue 5 l
2 U 2 Ll 8] e
Sogc prtew

Totew  bogee motewr bogle portewr bogie porteur Boge porteur Soge porteur Bowe portew

= = = = . ™
oo & — pre— rroant | v covtee 0 m
- "2 8] (&
Bogic ported Bowie porter Fomc porteur Eove porteur Toge portewr Toge portewr bogic motas boghe moteur

Motrice TGV | Remorque TGV | Wagon lourd | Motrice Tramway | Voiture Métro
110 80 90 50 10

Effort normal N (EN) par roue ferroviaire

Aux USA, les roues ferroviaires des motrices supportent 160 kN

N (EN) | a (mm) | b (mm) | pg (MPa) | F (MN/m)
40 5,34 1.08 876 5,62
20 .79 4.40 944 6,52
80 6.73 2.15 1104 8.16
90 6.99 2,35 1148 9.65
110 7,48 5,72 1227 11,03
160 8.47 6.48 1391 14,16
A.Zeghloul  CFMR Fatigue de contact de roulement 50
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précédemment (slide 17) avec g(x)=fp(x)

”('jill[m’m = o)

g,

Les contraintes a une profondeur 4 (y=-h) sont données par les relations établies

p(s)(x—s)°

" +2fJ- p(s)(x-s)’ s
[(x—s)2+h2J

2
S
p(s)=po,/1—?

_2k [
o _“[(x—s) +h2]
2n’ [P L2 ey P& (x-=s)
i O R A (T R R
_2_]’[2-‘-(1 (s)(x~s) 2ch- p(s)(x= s)
a _a[(x—s)2+h2} [x s) +h2]
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2 [Po
"
) ;’ N o P va aax X/a
=== I p . ! — a =
‘\\ /‘ ‘.‘\ ;’
X 0 f/
\_.}‘ l\ . ‘o
. ..l 7
) \ J
V1
R/
07w
l”}"f’L
Variations de o,y et 0, & h = a et pour f=0
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Comportement du matirian

gpl 4
ex

O3

-

Réponse d’un matériau a un chargement cyclique
(a) comportement ¢lastique parfait: (b) adaptation élastique :

(¢) accommodation plastique: (d) effet de rochet

L’accommodation plastique et effet de rochet causent 'amorcage de fissures su-
perficielles ou en sous surface, qui conduit a un endommagement par fatigue de
contact de roulement (FCR).
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Lécronissage qui caractérise le durcissement des matérianx engendré par les dé-
formations. est schématisé de différentes manicres. On distingue essentiellement
I'écrouissage isotrope et I'écrouissage cinématique, linéaire ou non.

L’écrouissage d’un matériau est isotrope si la surface seuil d’écoulement plastique (frontiére
du domaine élastique) ne dépend que d’un parameétre scalaire.

e V3n,

Ecrouissage isotrope : essais de traction-compression et de traction torsion

Les courbes de charge, lieu des points dans ’espace des contraintes ou le seuil
plastique est atteint, se déduisent les unes des autres par homothétie de centre O.
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L’évolution de la surface de charge est gouvernée par un seul parameétre scalaire
la déformation plastique cumulée, p. ou toute variable R associée. Si on note o le
tenseur des contraintes, la surface de charge est déerite par :
f=r(0.R)=£,(6)-T®)
La fonetion I'( R) introduit 'écrouissage alors que fy indigue la forme du critére de
limite d’élasticité. Si on choisit le eritére de Von Mises, la fonetion de charge f, en
notant ay le déviateur du tenseur des contraintes, est donnée par :
i . I
f=04—0vy—R avec Teqg = Jo(0) = 504 Ga e R =k(p)
o
Courbe de traction
: = o+
P i Lo ootk
I R=kf o . .
i J P Identification des variables
Oy |- e S . . 1
/ Ret p en traction sumpie
!
1
I
1
1
v &
o P
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L’écrouissage cinématique linéaire est déerit par le modele de Prager. Ce modele in-

troduit une variable d’écrouissage, de nature tensorielle X, associée aux contraintes

internes. Le tenseur X indique la position de la surface de plasticité :
(k #0, en general)

f=1(0-%)-k

A
i
I

Ecrouissage cinématique : essais de traction-compression et de traction torsion

La surface seuil d’écoulement plastique garde une amplitude constante
mais se déplace par translation dans 1’espace des contraintes
CFMR Fatigue de contact de roulement 56
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La fonction de charge f s’écrit dans le cas du critére de Von Mises :

res (o)t oK )elor- )+

Dans le modeéle d’écronissage cinématique linéaire, Uinerément du tenseur d’éeronis-
sage dX est proportionnel a I'inerément du tenseur des déformations plastiques de,

dX =2Cd£’ ol C=—+"E
3 P

Le modéle d’écronissage cinématique non linéaire modifie la relation entre d.X et
dép. 11 introduit dans incrément de variation du tenseur des contraintes internes,

un terme de rappel :
dX =2 Cdz, - yXd
=3 &, ~yAap
on 7 est un coefficient caractéristique du matériau et dp est U'inerément de déforma-

tion plastique cumulée.
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Pour décrire des situations de grandes déformations on effet de rochet se mani-
feste, il est nécessaire d’adopter un modeéle d’écrouissage combinant 1'écrouissage
isotrope et 'écrouissage cinématique non linéaire. La surface de charge se modifie
par translation et dilatation; elle est de la forme :
f=1,(6-X)-R(p)-k

on la variable d’écrouissage R représentant la variation de dimension du domaine
d’élasticité, dépend de la déformation plastique cumulée p et ot k est la limite d’élas-
ticit¢ initiale.

dR =b(Q—-R)dp (loi d'écrouissage)
on () désigne la valeur asymptotique correspondant an régime cyelique stabilisé, et
b indique la rapidité de stabilisation.
L'intégration de cette relation donne la variation au cours d'un chargement cyvelique

unidimensionnel :
o-0o,

o” -0,

=1-e?

oil o est la limite d’élasticité du matériau (o = R(0)+£) et 0™ la demi-amplitude

de la contrainte du cvele stabilisé.
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Modeles d’endommagement

La capacité d’un modele a prévoir le comportement d’un matériau en
fatigue de contact de roulement (FCR) se heurte a deux difficultés

Etat de contrainte multiaxial
et non proportionnel

Description de 1’état des contraintes dans
des conditions de contact changeantes

Approches dérivées de la théorie de contact de Hertz

Dans les contacts de roulement, une bande du matérian se trouvant sous la sur-
face de contact est soumise a des cyeles de chargement multiaxiaux. La prévision de
la durcée de vie en FCR nécessite la détermination des déformations plastiques et de
I'endommagement cumulé.

Les modéles d’endommagement se subdivisent en deux catégories @ ceux qui quan-
tifient 'endommagement en faisant appel a une contrainte, une déformation ou une
énergie ¢quivalentes, et cenx qui associent la fatigue a un plan particulier de rupture
ou plan critique.
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Les approches basées sur la déformation ¢quivalente ont été les premicres utilisées
pour traiter les probléemes de contact. Elles réduisent essentiellement 1'é¢tat tridi-
mensionnel des déformations a un parametre scalaire de déformation équivalente.
Un exemple simple de ces approches est donné par la loi empirique de Manson-
Coffin-Basquin :

Ase Ae DNe O : ¢
%=%+Tﬂzf(2Nf)b+ef(2Nf)
A ,
. ok ;ezaf(ZNf)b
5 A J

Ces approches se sont révélées non conservatives lorsqu’elles sont appliquées a des
chargements non proportionnels.

A. Zeghloul CFMR Fatigue de contact de roulement 60

26/11/2017

30



Les modeéles basées sur la densit¢ d’énergie utilisent les produits des contraintes
et des déformations pour représenter cette densiteé. L'amorcage et la propagation de
fissure de fatigue se produit dans la direction de la plus grande valeur de la densité
d’énergie. Cependant, Nutilisation de ce type de modéle est limitée aux contraintes

moyennes positives, ce qui n'est pas le cas en présence de contact de roulement.

Les modeles de plan eritique résultent des observations expérimentales des méca-
nismes d’amorcage et de propagation des fissures de fatigue. Ces modeles consi-
dérent le plan du matériau avant la déformation de cisaillement maximale comme
le plus endommageant. L'écrouissage du matérian, important dans les contacts de
roulement. n’est cependant pas pris en compte de maniére satisfaisante.

Les modéles combinant le plan critique et la densité d’énergie, utilisent cette den-
sit¢ comme parameétre endommageant sur chaque plan du matériau et pour chaque
inerément de chargement. Le caleul du paramétre endommageant est exprimé par
la somme pondérée des produits de contraintes et de déformations AoAe et ATA~.
Le plan du matérian soumis a la plus grande valeur du paramdétre endommageant
pendant le eyvele de chargement, est défini comme le plan de rupture @ il est déter-
miné en utilisant Fapproche du plan eritique. Ce parameétre represente la fraction
de I'énergie de déformation due uniquement a la variation des contraintes et des
déformations dans le plan critique et non pas I'énergie de déformation totale.
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FP=<g™ > % +JATAYy  (paramétre de fatigue)

<=2 {x+|a)

max

o™ contrainte normale au plan de la fissure
Ag déformation normale au plan de la fissure
AT contrainte de cisaillement dans le plan de fissure

Ay déformation de cisaillement dans le plan de fissure

J parametre de pondération associé au mode de fissuration en cisaillement (J ~0,2)

Le plan critique ayant la valeur la plus élevée du parameétre de
fatigue, FP_,,, est pris comme plan de rupture.

max?>

Lorsque FP,,, est déterminé, la durée de vie N, est calculée par la relation :

As,

X

FP, =0,

max

o |9,

(2Nf )2b +oyE, (ZNf )bﬂ
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Caleul par éliments finig de La durée de vie en FCR

L’écrouissage du matériau combinant 1’écrouissage isotrope et 1’écrouissage cinématique
non linéaire décrit bien les différents comportements et notamment 1’accommodation
plastique et I’effet de rochet.

Pour la caractérisation de I’endommagement le modéle combinant la densité d’énergie et
le plan critique, permettant de déterminer a la fois 1’orientation du plan de rupture et la
durée de vie correspondante, est le plus utilisé pour la fatigue de contact de roulement.

Direction de roulement

Modélisation ABAQUS

Roue assimilée a un demi
plan infini sur lequel
s’exerce une pression de i

contact en mouvement. SEEHIE sttt B

Roue comportant un défaut
circulaire en dessous de la
surface de roulement.

T Roue ferroviaire
TR
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Direction de roulement

F (MN/m) [ a (mm) | pg (MPa)
| 1,592 5545
7 6.075 733.6
12 7.954 960.5
18 9.741 1176
22 10,77 1300

7 Roue ferroviaire {17717 T 1l
ITTTTTTERIRRTTTTTITTOATERRTTL L RARAR L 1

La pression est appliquée et mise en mouvement a 1’aide d’une subroutine du code de
calcul ABAQUS. Les valeurs de la force normale F par unité d’épaisseur utilisées dans les
calculs sont : F=4, 7, 12, 18 et 22MN/m (Theése de Modar Taraf 2008). Les longueurs a et
la pression p, correspondantes sont données dans le tableau suivant.

A partir des résultats du calcul par éléments finis (A0,4€,A41,4)) , le parametre de fatigue
FP=<qg,,>A&2+0,2A1Ay est déterminé et la durée de vie est ensuite calculée par :

o} L o 0. =936MPa, £, =10,3%
FP, =—L(2N,)" +d &, (2N,)™ avec %7 S ’
E b=-0,089 c=-0,559
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Régultatg de caleul (Thege Modar Taraf, 2008 - Univergité de Lorraine

800 * T * T T T 0,002 T T T T T T
—H—g, ——g
m - » ’ . 2 d .
f\"\ {\‘..\I f\’j \,\ |
400} | | 1 : 'll " o
| | |
| | i | 0,002 1
T | |
g (| . | Il 1
g 0 4 0004 4
-200 4
-0.006 4
-400 4
-0.008 .
-600 .
-800 -0,01
(/] 1 2 3 4 5 (] 7 0 1 2 3 4 5 [} 7
Nombre de cycles Nombre de cycles

Contraintes et déformations au cours des cyveles de chargement a
F—=12MN/m an voisinage d'un défant cirenlaire »r—0.5mm situé a la profondeur
h—15mm

La valeur maximale de &, correspond au @;,,,, les amplitudes de &,,, 0;, et &,
correspondent respectivement a Ag, At et Ay (FP=<a,,,,>A&2+0,2A14y)
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(©) @

Distribution des contraintes et des déformations au cyele stabilise
(F—12MN/m, h—15mm) au voisinage du défaut
(a) €22 (b) €12 (¢) o2 (d) o12
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Variations au droit du défaut circulaire situé a h—15mm
(a) 99 en fonction de e & F—7 et 12MN/m
(b) o192 en fonction de e a F--22MN/m
A. Zeghloul CFMR Fatigue de contact de roulement 67
10° 10°
10* \
10’ 10
> 0 =
& 2
8 10* g 10
4 H
a8 g0 8
10’ 10°
10° | \‘v
Datoust cHowane
10" L 4 1 L L 10' L - t +
5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 2 0
Fotce linéique. F [MN/m] Profondeuwr du défaut. h [mm)]
(@) (b)

Durcées de vie en fonction
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A. Zeghloul CFMR Fatigue de contact de roulement 68

26/11/2017

34



0.1

0,05

q=fp(z) = fpoy/1— -

Y Sens du mouvement

- ~

- V (km/h)

- 1.9(x) = fp(x)
1 L
4
-a a X
\ rail
\ s secs
N
T ¢
\ "
~\
\ \\\'\ \,\\ rn}lshund.s
. ~
. ~ ~ feuilles mortes
\\\ \"—,\\\ =3
\ S~ T — S —
" T— e ——
e — e
e — —
10 20 30 40

Variations du coeflicient de frottement f en fonction de la vitesse
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3.5 mm

(a) F=0.1

(b) f=02

© f-03

(d) 1 =04

Répartition des déformations équivalentes
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SIEIIEIIEEIIIIEEILIETIASIILISEEILILISILE

T

€p
it
NS,
R
I
-
- ‘
Ry

Distribution des déformations en aval de 'extrémité de la fissure dans
des éléments de largeur 4.X;
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Lors de la propagation de la fissure. les éléments situés en aval de son extrémité
subissent des déformations plastiques croissantes. Le caleul repose sur 'hypothése
que les déformations successives de I'élément adjacent a Uextrémité de la fissure,
sont celles observées a un instant donné en aval de cette extrémité

P La rupture intervient lorsque

] - 5 )
dx;
L= =N, (&)
Distribution des déformations en aval de Uextrémité de la fissure dans
ur Jd.X;

des élements de larg

ott n(e;) est le nombre de cycles effectués a amplitude de déformation ¢; et Ng(e;)
le nombre de cyeles a rupture correspondant a cette amplitude.
)¢
nE)=————
da/dN
oll da/dN est la vitesse de propagation considérée comme constante pour de faibles
variations de la longueur de fissure.
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Distribution des déformations en aval de Uextrémité de la fissure dans
des éléments de largear d.X,

da_< O,
dN o N,(&)

1

Dans un calcul par éléments finis, la largeur des mailles AX;, de quelques microns, au
voisinage immédiat de la pointe de la fissure est généralement constante. Le nombre de
cycles N; est détermin€ a partir du parametre de fatigue FP=FP(N)), en adoptant la méme
approche que pour le défaut circulaire.
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