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TD15 : Calcul de durée de vie en fatigue 

à partir des courbes de propagation  

1- Dans un élément de structure en acier de ténacité KIC=70MPa√m, les essais

de propagation, à partir d’une longueur initiale a0=0,2mm, ont donné les

résultats suivants :

  en  /
avec 

  en  

da dN m cycle

K MPa m




∆
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2- La propagation en fatigue dans l’acier de l’exemple précédent est plus 

rapide pour les fissures courtes (0,2mm<a<1mm). La loi  de fissuration 

pour le régime fissures courtes (FC) est :

Mêmes questions que celles de l’exemple 1-
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3- L’acier précédent présente un seuil de non fissuration ∆Kseuil.  

Mêmes question que celles de 2-
4,5seuilK MPa m∆ =
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4- Un réservoir cylindrique de rayon intérieur Ri=1m et d’épaisseur e=4cm, est soumis

à une pression interne p (figure ci-dessous). Le dimensionnement devra assurer à la

fois un comportement élastique du réservoir et une résistance à la propagation brutale

d’une éventuelle fissure; on prendra comme coefficient de sécurité Cs=2.
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5- Le cylindre précédent est fabriqué avec l’acier 4340, dont la courbe de Wöhler pour 

amorcer une fissure de fatigue ai=0,5mm au bout de Na cycles (à un rapport de charge 

R=0) est donnée par :     
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10 210 0,5 1,5
FC

da
K mm a mm

dn

− = ∆ < <


13 410
FL

da
K

dn

− = ∆

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Introduction

Toutes les études pour déterminer les champs de contraintes et/ou de déplacements dans un

solide soumis à des efforts de contact, s’appuient sur le travail initial de Hertz en 1882 sur le

contact de deux solides élastiques sans frottement.

Hypothèses de la théorie de Hertz

- Comportement élastique du matériau

- Continuité des surfaces de contact (absence de rugosité)

- Faibles dimensions de la surface de contact par rapport à

celles des solides en contact

Malgré ces restrictions, la théorie de Hertz a été étendue au contact inélastique avec

frottement.

La présentation de la mécanique de contact dans ce chapitre, sera limitée au contact de

deux solides élastiques avec ou sans frottement.
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On peut discerner qualitativement deux types de contact

- Roulement à billes

- Engrenages

- Roue et rail dans les systèmes ferroviaires

Principale caractéristique

L’effort de contact s’annule à la 

frontières de la zone de contact

Opérations de poinçonnage 

ou d’emboutissage avec des 

solides plats 

Principale caractéristique

La pression de contact présente 

une singularité aux bords de la 

zone de contact 
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Théorie de Hertz

Contact de solides élastiques (S1 et S2) de forme convexe, dont les surfaces enveloppes 

sont décrites par des coniques (z1 et z2).

x

y

z

π)

(x,y)
z1

z2

O

S1

S2

N

-a
a

x

y
x1

y1

-b

b

Surface de contact 

elliptique 

Hertz (1882) adopta l’hypothèse d’une surface de 

contact elliptique dans le plan tangent (π)
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L’hypothèse de Hertz d’une surface de contact de forme 

elliptique repose sur des observations expérimentales. 

Franges d’interférence observées dans le contact de deux cylindres d’axes non parallèles.

(Cylindres d’axes faisant un angle de 45° entre eux)  

Hertz a utilisé la méthode développée par Newton

Figure d’interférence obtenue par Newton :

les anneaux concentriques sont centrés sur 

le point de contact d’une lentille sphérique

avec une surface plane.
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x

y

z

π)

(x,y)
z1

z2

O

S1

S2

N

-a
a

x

y
x1

y1

-b

b

Surface de contact 

elliptique 

Les coniques décrivant les surfaces enveloppes sont de la forme

2 2

1 1
1

1 12 2x y

x y
z

R R
= +

En coupant ces coniques par des plans z=±h/2, on obtient,

moyennant le choix des axes x1 et y1, des ellipses :

2 2z Ax Bxy Cy Dx Fy G= + + + + +

2 2

1 1
2

2 22 2x y

x y
z

R R

 
= − +  

 

Rx1, Ry1, Rx2 et Ry2, rayons de courbures principaux en O

des surfaces enveloppes de S1 et S2.
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Définition des rayons de courbure principaux Rx1, Ry1, Rx2 et Ry2

des surfaces enveloppes de S1 et S2.
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La hauteur de séparation h=z1-z2 des solides en contact est alors donnée par :

x

y

z

π)

(x,y)
z1

z2

O

S1

S2

N

2 2

1 1
1

1 12 2x y

x y
z

R R
= +

2 2

1 1
2

2 22 2x y

x y
z

R R

 
= − +  

 

2 2

1 1

2 2x y

x y
h

R R
= +

1 2

1 2

1 1 1

où   
1 1 1

x x x

y y y

R R R

R R R

= +

= +

On obtient ainsi l’équation d’une ellipse qui décrit le pourtour de la surface 

de contact sous l’action d’une force de compression normale N.
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Hertz a déterminé analytiquement la forme elliptique de la surface de contact et le champ de 

pression auquel elle est soumise sous l’action d’une force normale N. 

a-a

-b

b

x

y

p02 2

0 2 2
( , ) 1

x y
p x y p

a b
= − −

2 2

0 2 2
( , ) 1

SC SC

x y
N p x y dS p dS

a b
= = − −∫ ∫

cos sin 2 (0 1)x a y b dS ab dρ θ ρ θ π ρ ρ ρ= = ⇒ = ≤ ≤

( )
1

3/ 2
2

1
2

0 0 0
0

0

1 2
2 1 2

3 3
N abp d N abp abp

ρ
π ρ ρ ρ π π

 −
 = − ⇒ = − =
 
 

∫

0

3 3

2 2
moy moy

N N
p p p

ab abπ π
 = = = 
 
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L’application la plus simple des résultats de Hertz concerne le contact de deux cylindres à

axes perpendiculaires.

Les dimensions a et b de l’ellipse de contact se calculent par les relations de Hertz  

π/2

N

N

S1(R1)

S2(R2)

1/ 3

1 2
1 2

1 2

3
( )

2

R Ra b
k k N

m n R R

 
= = + + 

21 i
i

i

k
E

υ−=

δ enfoncement élastique

d’un cylindre dans l’autre

( ) 2 / 3

1 2

3

4
k k N N

r a

δ = + ∝

m,n,r coefficients de Hertz (sans dimensions)
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π/2

N

N

S1(R1)

S2(R2)

Les coefficients m,n,r de Hertz dépendent 

d’un paramètre géométrique, β, définie par :

1 2

1 2

arccos
R R

R R
β −=

+
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TD 16 – Applications des formules de Hertz

Contact roue-rail (TGV) – dimensions caractéristiques

R1=445mm

R2=300mm

1 2 1 2200 GPa 0,3E E υ υ= = = =

Sachant que N=110kN calculer a,b,δ, p0 et l’aire de la surface de contact.
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1/ 3

1 2
1 2

1 2

3
( )

2

R Ra b
k k N

m n R R

 
= = + + 

2
1 i

i

i

k
E

υ−=

( ) 2 /3

1 2

3

4
k k N N

r a

δ = + ∝

0, 445 0,3
arccos 78,8

0,445 0,3
β −= = °

+
12 2 1

1 2 4,55 10k k m N
− −= = ⋅

8,8
1,28 (1, 28 1,13) 1,15

10
m = − − =

0

3

2

N
p

abπ
=

8,8
0,8 (0,89 0,8) 0,88

10
n = + − =

8,8
1, 25 (1, 25 1,12) 1,14

10
r = − − =

07, 42 5,68 1246a mm b mm p MPa= = =

0,115mmδ =

2Aire de la surface de contact 1,32Sc ab cmπ= =
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Mécanique du contact en élasticité plane

Un solide S assimilable à un espace semi infini, est soumis à des efforts de contact P et Q.

Etudier ce problème en élasticité plane revient à se placer dans un plan médian, avec le

solide S assimilable à un demi plan infini.

La solution de ce problème d’élasticité dans la configuration plane a été proposé par

Flamant en 1892. La fonction d’Airy associée est de la forme :

( , ) sin cosA r Br Crθ θ θ θ θ= +
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( , ) sin cosA r Br Crθ θ θ θ θ= +

2

2 2

1 1 2 2
cos sin

r

A A B C

r r r r r
σ θ θ

θ
∂ ∂= + = −
∂ ∂

2

2
0

1
0r

A

r

A

r r

θ

θ

σ

τ
θ

∂= =
∂

∂ ∂ = − = ∂ ∂ 

Les constantes B et C sont déterminées en équilibrant les forces P et Q avec les contraintes

agissant sur un demi-cercle de rayon r :

P

x

y
Q

rθ

2

2

2

2

cos

sin

r

r

P
P rd B B

Q
Q rd C C

π

π

π

π

σ θ θ π
π

σ θ θ π
π

−

−

− = ⋅ = ⇒ = −

− = ⋅ = ⇒ = −

∫

∫

( )

( )

( , ) cos sin

2
cos sin

r

r
A r P Q

P Q
r

θθ θ θ
π

σ θ θ
π

 = − +
⇒ 

 = − −

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( )2
cos sin

r
P Q

r
σ θ θ

π
= − −

P

x

y
Q

rθ

σr σx

σy

τxy

2

2

cos

sin

sin cos

x r

y r

xy r

σ σ θ
σ σ θ

τ σ θ θ

=
=

=

3 2

2
2 2

2 3

2
2 2

2 2

2
2 2

2

cos
2

sin

2

x

y

xy

Px Qx y

x y
x

Pxy Qyr

y x y

r
Px y Qxy

x y

σ
π

θ
σ

πθ

τ
π

−= −
 + 

= −
⇒ = −

 +=  

−= −
 + 
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x

y

r

θ

p(s)

s ds

aa

q(s)

3 2

2
2 2

2 3

2
2 2

2 2

2
2 2

2

2

2

x

y

xy

Px Qx y

x y

Pxy Qy

x y

Px y Qxy

x y

σ
π

σ
π

τ
π

−= −
 + 

−= −
 + 

−= −
 + 

Pressions de contact p(s) et q(s) réparties sur une largeur 2a du demi plan S.

En remplaçant P par p(s)ds, Q par q(s)ds et y par y-s, les contraintes sont :

P

x

y
Q

rθ

( )
( )

( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

3 2

2 2
2 22 2

2 3

2 2
2 22 2

22

2 2
2 22 2

( )2 ( ) 2

( ) ( )2 2

( ) ( )2 2

a a

x
a a

a a

y
a a

a a

xy
a a

q s y sx p s x
ds ds

x y s x y s

p s y s q s y sx
ds ds

x y s x y s

p s y s q s y sx x
ds ds

x y s x y s

σ
π π

σ
π π

τ
π π

− −

− −

− −

−
= − +

   + − + −
   

− −
= − +

   + − + −
   

− −
= − +

   + − + −
   

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫
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Les contraintes dans un solide soumis à de efforts de contact, peuvent aussi être déterminées,

en élasticité plane, par les potentiels complexes ϕ(z) et χ(z).

[ ]
[ ]

2 '( ) '( ) 4Re '( )

2 2 ''( ) ''( )

y x

y x xy

z z z

i z z z

σ σ ϕ ϕ ϕ

σ σ τ ϕ χ

 + = + = 

− + = +

Le solide étudié occupant un demi plan infini, les contraintes sont définies uniquement

dans cette partie. Muskhelishvili* a montré que le champ des contraintes ne dépend dans

ces conditions que du seul potentiel ϕ(z). En posant φ(z)=ϕ’(z), il est donné par :

*N.I. Muskhelishvili, Mathematical Theory of Elasticity, Noordhoff International Publishing, 1962

[ ]
( ) ( )
2 ( ) ( ) 4Re ( )

2 2 '( ) ( ) ( ) ( )

y x

y x xy

z z z

i z z z z z z

σ σ φ φ φ

σ σ τ φ φ φ φ

 + = + = 

 − + = − − − 

( ) '( ) ( ) ( )y xyi z z z z zσ τ φ φ φ− = − + −
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( )xφ +

-a a
x

y

L

p(x)

q(x)

Solide semi infini – Ligne de contact L (-a<x<a). 

Actions de contact normale, p(x),  et tangentielle, q(x). 

( ,0) ( )
Conditions limites sur  

( ,0) ( )

y

xy

x p x
L

x q x

σ
τ

=
 =

Sur  ( ) ( ) ( ) ( )y xyL i p x iq x x xσ τ φ φ+ −− = − = −

( ) '( ) ( ) ( )
y xy

i z z z z zσ τ φ φ φ− = − + − ( )xφ −

1 ( ) ( )
( )

2 L

p t iq t
z dt

i t z
φ

π
−=
−∫
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1 ( ) ( )
( )

2 L

p t iq t
z dt

i t z
φ

π
−=
−∫Si q(t)=fp(t) f coefficient de frottement

( )1 ( )
( ) ( ) 1 ( )

2
n

L

if p t
z dt z if z

i t z
φ φ φ

π
−= ⇒ = −

−∫

( )1 ( ) 1 ( )
( ) ( ) ( ) 1 ( )

2 2
n

L L

if p t if p t
z dt z z dt if z

i t z i t z
φ φ φ φ

π π
− += ⇒ = = − = − +

− −∫ ∫

1
En éliminant ( ) ( ) ( )

1
n

if
z z z

if
φ φ φ+

⇒ = −
−

[ ]
( ) ( )
2 ( ) ( ) 4Re ( )

2 2 '( ) ( ) ( ) ( )

y x

y x xy

z z z

i z z z z z z

σ σ φ φ φ

σ σ τ φ φ φ φ

 + = + = 

 − + = − − − 

[ ]

( )

2 ( ) ( ) 4Re ( )

2
2 2 '( ) ( )

1

y x

y x xy

z z z

if
i z z z z

if

σ σ φ φ φ

σ σ τ φ φ

 + = + = 

 
− + = − + − 
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TD 17 – Solide soumis à une action de 

contact normale constante sans frottement

-a a
x

y

-p0

M(z)

r1r2 r

θ1θ2

α

- Déterminer φ(z) et φ’(z).

- Calculer les composantes du tenseur des contraintes. On posera :

- Déterminer les contraintes principales σ1, σ2 et le cisaillement τ=(σ1-σ2)/2

- Déterminer les lignes d’iso contraintes σ1, σ2 , τ et tracer l’iso contrainte τ.

1

2

1

2

i

i

z a r e

z a r e

θ

θ

− =
+ =
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-a a
x

y

-p0

M(z)

r1r2 r

θ1θ2

α

0( ) 0p x p f= =

[ ]

( )

2 ( ) ( ) 4 Re ( )

2
2 2 '( ) ( )

1

y x

y x xy

z z z

if
i z z z z

if

σ σ φ φ φ

σ σ τ φ φ

 + = + = 

 
− + = − + − 

Corrigé

0 0( ) ln
2 2

a

a

p pdt z a
z

i t z i z a
φ

π π−

−= =
− +∫

1 ( ) ( )
( )

2 L

p t iq t
z dt

i t z
φ

π
−=
−∫

0 1 1
'( )

2

p
z

i z a z a
φ

π
 = − − + 

1

2

1

2

i

i

z a re

z a r e

θ

θ

− =
+ =

[ ] ( )1 2( )0 01
1 2

2

( ) ln Re ( )
2 2

ip pr
z e z

i r

θ θφ φ θ θ
π π

− 
= ⇒ = − 

 

( )( )

1 20

1 2

2 20
1 1 2 2 2 1

2 1 1
2( ) '( ) sin

2
sin cos sin cos sin sin

i ip
z z z r e e

r r

p
i

θ θφ θ
π

θ θ θ θ θ θ
π

− − 
− = − − 

 

= − − + −
1 1

2 2

sin
sin

sin

iz re

r
r

r

θ

θ
θ

θ

=

=
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-a a
x

y

-p0

M(z)

r1r2 r

θ1θ2

α[ ] ( )0
1 2

2
4Re ( )

y x

p
zσ σ φ θ θ

π
+ = = −

( )( )2 20
1 1 2 2 2 1

2
2 sin cos sin cos sin sin

y x xy

p
i iσ σ τ θ θ θ θ θ θ

π
− + = − − + −

( )

( )

[ ]

0
1 2 1 2

0
1 2 2 1

0
1 2

2 sin 2 sin 2
2

2 sin 2 sin 2
2

cos 2 cos 2
2

x

y
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p

p

p

σ θ θ θ θ
π

σ θ θ θ θ
π

τ θ θ
π

= − + −  

⇒ = − + −  

= −
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-a a
x

y

-p0

M(z)

r1r2

r

θ1θ2

α

En posant α=θ1-θ2, le calcul contraintes 

principales σ1, σ2 et du cisaillement 

τ=(σ1-σ2)/2 donne :   

2

2

1,2
2 2

y x y x

xy

σ σ σ σ
σ τ

+ − 
= ± + 

 

( )0 0
1,2

sin sin
p pσ α α τ α
π π

⇒ = ± =

Les lignes d’iso contraintes (α=constante) sont des cercles 

passant par les points O1(-a,0) et O2(a,0).   
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Lignes à cisaillement τ constant
Franges à τ constant

(Johnson*)

*K.L. Johnson, Contact Mechanics, Cambridge University Press, Ninth printing 2003
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Contact linéaire roue-rail 

La surface elliptique de contact étant étroite, le contact est assimilé en première 

approximation à un contact linéaire, de type cylindre/cylindre à axes perpendiculaires, 

sur une longueur 2a.  
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-a a

Roue

x

y
p(x)

( ) ( )q x fp x=

La roue est assimilée à un demi plan élastique sur lequel s’exerce 

une pression de contact p(x) avec ou sans frottement

2

0 2
( ) 1

x
p x p

a
= −

0

3
     (    effort normal)

2

N
p N

abπ
=

2

0 02
1             (  force normale par unité d'épaisseur)

2

b

b

y b
F p dy p F

b

π
−

= − =∫
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Aux USA, les roues ferroviaires des motrices supportent 160 kN
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-a a

Roue

x

y
p(x)

( ) ( )q x fp x=

σx

σy

τxy

h

Les contraintes à une profondeur h (y=-h) sont données par les relations établies

précédemment (slide 17) avec q(x)=fp(x).

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )
( )

2 3

2 2
2 22 2

3 2

2 2
2 22 2

22

2 2
2 22 2

( ) ( )2 2

( )2 ( ) 2

( ) ( )2 2

a a

x
a a

a a

y
a a

a a

xy
a a

p s x s p s x sh f
ds ds

x s h x s h

p s x sh p s f h
ds ds

x s h x s h

p s x s p s x sh f h
ds ds

x s h x s h

σ
π π

σ
π π

τ
π π

− −

− −

− −

− −
= +

   − + − +
   

−
= +

   − + − +
   

− −
= − +

   − + − +
   

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

2

0 2

0

( ) 1

0

s
p s p

a

p

= −

<
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Comportement du matériau 

Réponse d’un matériau à un chargement cyclique
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L’écrouissage d’un matériau est isotrope si la surface seuil d’écoulement plastique (frontière

du domaine élastique) ne dépend que d’un paramètre scalaire.

Ecrouissage isotrope : essais de traction-compression et de traction torsion

Les courbes de charge, lieu des points dans l’espace des contraintes où le seuil 

plastique est atteint, se déduisent les unes des autres par homothétie de centre O. 
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( ) ( ), ( )Yf f R f Rσ σ= = − Γɶ ɶ

Identification des variables 

R et p en traction simple 
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( ) ( )                 en généralY Yf f X k kσ σ= − − ≠ɶɶ

Ecrouissage cinématique : essais de traction-compression et de traction torsion

La surface seuil d’écoulement plastique garde une amplitude constante 

mais se déplace par translation dans l’espace des contraintes 
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( ) ( ) ( )2

3
:

2
d d d d

f J X k X X kσ σ σ= − − = − − −ɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶ

La fonction de charge f s’écrit dans le cas du critère de Von Mises :

2
      où    

3

u E
p

u

dX Cd C
σ σε

ε
−=ɶ ɶ ≃

2

3
pdX Cd Xdpε γ= −ɶ ɶɶ
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( )2 ( )f J X R p kσ= − − −ɶɶ

( )          (loi d'écrouissage)dR b Q R dp= −

1 bpE

E

e
σ σ

σ σ
−

∞

− = −
−
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Modèles d’endommagement 

La capacité d’un modèle à prévoir le comportement d’un matériau en 

fatigue de contact de roulement (FCR) se heurte à deux difficultés 

Etat de contrainte multiaxial 

et non proportionnel
Description de l’état des contraintes dans 

des conditions de contact changeantes 

Approches dérivées de la théorie de contact de Hertz
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( ) ( )
'

'
2 2

2 2 2

b cp ft e
f f fN N

E

ε σε ε ε
∆∆ ∆= + = +

( )max '
2

2

b
e

f fE N
εσ σ∆= =
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( )

max       (paramètre de fatigue)
2

1

2

FP J

x x x

εσ τ γ∆=< > + ∆ ∆

< >= +

τ∆ γ∆

max   contrainte normale au plan de la fissure

 déformation normale au plan de la fissure

  contrainte de cisaillement dans le plan de fissure

 déformation de cisaillement dans le plan de fissure

σ
ε

τ
γ

∆
∆

∆

J paramètre de pondération associé au mode de fissuration en cisaillement (J ≈0,2)

Le plan critique ayant la valeur la plus élevée du paramètre de 

fatigue, FPmax, est pris comme plan de rupture.

Lorsque FPmax est déterminé, la durée de vie Nf est calculée par la relation :

( ) ( )
'2

2
' '

max max 2 2
2

b b cft
f f f fFP N N

E

σεσ σ ε
+∆= = +
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Calcul par éléments finis de la durée de vie en FCR 

L’écrouissage du matériau combinant l’écrouissage isotrope et l’écrouissage cinématique

non linéaire décrit bien les différents comportements et notamment l’accommodation

plastique et l’effet de rochet.

Pour la caractérisation de l’endommagement le modèle combinant la densité d’énergie et

le plan critique, permettant de déterminer à la fois l’orientation du plan de rupture et la

durée de vie correspondante, est le plus utilisé pour la fatigue de contact de roulement.

Modélisation ABAQUS

Roue assimilée à un demi 

plan infini sur lequel 

s’exerce une pression de 

contact en mouvement. 

Roue comportant un défaut 

circulaire en dessous de la 

surface de roulement. Roue ferroviaire
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Roue ferroviaire

La pression est appliquée et mise en mouvement à l’aide d’une subroutine du code de

calcul ABAQUS. Les valeurs de la force normale F par unité d’épaisseur utilisées dans les

calculs sont : F=4, 7, 12, 18 et 22MN/m (Thèse de Modar Taraf 2008). Les longueurs a et

la pression p0 correspondantes sont données dans le tableau suivant.

A partir des résultats du calcul par éléments finis (∆σ,∆ε,∆τ,∆γ) , le paramètre de fatigue

FP=<σmax>∆ε/2+0,2∆τ∆γ est déterminé et la durée de vie est ensuite calculée par :

( ) ( )
'2 ' '

2
' '

max

936MPa, 10,3%
2 2   avec   

0,089       0,559

b b cf f f

f f f fFP N N
E b c

σ σ εσ ε
+  = =

= + 
= − = −
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Résultats de calcul (Thèse Modar Taraf, 2008 - Université de Lorraine

La valeur maximale de σ22 correspond au σmax, les amplitudes de ε22, σ12 et ε12

correspondent  respectivement à ∆ε, ∆τ et ∆γ (FP=<σmax>∆ε/2+0,2∆τ∆γ ) 
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La rupture intervient lorsque

( )
1

( )

i

i f i

n

N

ε
ε

=∑

( )
/

i
i

dX
n

da dN
ε =
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( )
1

( )

i

i f i

n

N

ε
ε

=∑

( )
/

i
i

dX
n

da dN
ε =

0 ( )

pR

i

f i

Xda

dN N ε
∆=∑

Dans un calcul par éléments finis, la largeur des mailles ∆Xi, de quelques microns, au

voisinage immédiat de la pointe de la fissure est généralement constante. Le nombre de

cycles Nf est déterminé à partir du paramètre de fatigue FP=FP(Nf), en adoptant la même

approche que pour le défaut circulaire.


